SUSTAVI S VISE STUPNJEVA SLOBODE
MULTI-DEGREE-OF-FREEDOM (MDOF) SYSTEMS

8 Generalne matrice svojstava vibrirajuceg sustava

8.1 MATRICA POPUSTLIIVOSTI [a]
- veza izmedu sila i pomaka;
Pretpostavimo da sila djeluje

® na mjestu 2,
- tada su pripadajudi progibi:
@ l ©) X =a,k,
Ax“m;ﬁ_‘ “,J *3 /,/’/_U— X, =8y, F,
T X3 =8y F,

gdje su a,,, a,, i a;, — koeficijenti popustljivosti, tako da je
a,, — progib na mjestu 1 usljed jedinicne sile na mjestu 2
a,, — progib na mjestu 2 usljed jedini¢ne sile na mjestu 2
as, — progib na mjestu 3 usljed jedinicne sile na mjestu 2
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Ako na isti nacin primijenimo sile F,, F, i F; redom na mjestima 1, 2
i 3, jednadzbe su pomaka oblika:

X =ay, F1+a12 F2+a13 F3
X, =8y I:1+azz I:2+a’z3 F3
X; =285 F1+a32 F2+ae3 F3

ili u matricnom obliku:

( A [

| [an & as|[R
(X =3y 8, ayx[Fy — {X}: [a]{F }
%] |8y 8y g (R

Matrica popustljivosti linearno-elasticnih sustava je simetriCna, sto
je posljedica Maxwellovog zakona o uzajamnosti pomaka:

a;, =4a;.
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8.2 MATRICA KRUTOSTI [k]

v, - veza izmedu sila i deformacija;
C’l“\ — Pretpostavimo da moment savijanja
M, djeluje na mjestu 1:
M, =k, 6,
Y, P \ - gdje je k;; - koeficijent krutosti
C—\ »  (moment na mjestu 1 usljed

R u, jedini¢ne rotacije na mjestu 1).

M1: 191 292 M1 1 2 91
Mzzile;izez {MZ}:B; :zj{ez} = Fi=ld

Opcenito, vektor sila sadrzi sile i momente a vektor deformacija
translacijske pomake i rotacije.
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Elementi matrice krutosti [k] predstavljaju sile (momente) potrebne
za dobivanje jedinicnog pomaka (rotacije) na odredenom mjestu
konstrukcije a da je pri tome sprijecen pomak (rotacija) u svim
ostalim ¢vorovima konstrukcije.

(Cvor konstrukcije je mjesto u kojem je definirana koncentrirana
masa tj. pripadajuci stupanj slobode.)

KIMF=ixp = [k]"=[a]
la]* = [K]

Matrica krutosti linearno-elasticnih sustava je simetricna, sto je
posljedica Maxwellovog zakona o uzajamnosti pomaka:

kij :kji'

Nadalje, vrijedi:



Koeficijenti
krutosti
elemenata
izlozenih
savijanju

Fysxy

A dl

Fi x5
Fioxy
|I)

Komponenta sile i pripadajuci stupanj slobode

F
i i
Fi= S ]
1":2 == g‘ﬁ 4 f-'_, - I ' 3‘"4 ﬁ;‘—“:"_\-]
— l)
F
Fy r
6E! W ~——— o | ) F _GEIL.
F = =X —2'.\
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: Fs . _ 2EI
.’ — :LH_" P".| !‘_1 X
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) 3ET
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!‘| = {l X / 1 Lw‘ Xy
i o | Fa TRy
3E T F, =0
Fy= nf::!_‘i 3 ; | 4 |
L _&\(hj 3
l %= Ta%
Fy
L1 - T g _ 3
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B X — =X,
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8.3 INERCIJSKA SVOSTVA: MATRICA MASA [Im]

Raspodjela mase Koeflcljent
koncentriranih masa . ]

o ——— @ - sustav koncentriranih masa;
— L | | , raspodijeljena masa konstrukcije
Gl Mlfocms ]~ e koncentrira se tj. lokalizira u

B predefinirane Cvorove — mjesta u
/"'} 5 kojima su definirani stupnjevi
®|~« ! 2 ° slobode.
) L] Matrica koncentriranih masa je
: najcesce dijagonalna (s obzirom da
_ (L — 2 ds se najcesce uzimaju u obzir

- . M P mercusk_l_ ucinci samo usljed

- | e translacijskih stupnjeva slobode).
(¢) General: m(x) my = T m
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8.4 PROBLEM VLASTITIH VRIJEDNOSTI U ANALIZI VIBRACIJA

m Analiza neprigusenih slobodnih vibracija sustava s n
stupnjeva slobode trazi rjesenje standardnog problema

vlastitih vrijednosti:
[DJiA}=2{A

gdje su [D] - kvadratna, simetricna matrica n-tog reda
{A} - vektor rjesenja
A - skalar.

m Postoji n netrivijalnih rjesenja.
m r-to netrivijalno rjeSenje sastoji se od
m Vvlastite vrijednosti 4,

m vlastitog vektora {A},, tako da je:
[IDEA} =21 {A}, A <A, S <A
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m Nadalje je:
[D]-Af1]}A}={o}

‘ [ ] [ H karakteristicna jednadzba s n korjena
(rjesenja)
[D] - dinamicCka matrica
{\} - vlastite frekvence sustava

{A} - vlastiti vektori (vlastiti, normalni ili glavni oblici -
forme vibriranja)

m Pomnozimo vlastiti vektor proizvoljnom konstantom:

[Dlc.{Af =1, c A},
Cr {A}I’ — {q)}l‘ :> [D] {(D}r — >\’r {(D}I‘
{®}, - modalni vektor pripadajucem vlastitom broju A..
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m Ako uzmemo u obzir svih n vlastitih vrijednosti 4, tada n modalnih
vektora {@}, Cini modalnu matricu [®] koja u sebi okuplja sve
normalne oblike vibracija sustava, tj.:

(|)11 (1)12 (I)ln
oh =il {0l - LT T

d)nl (I)nZ (I)nn
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8.4.1 PROBLEM VLASTITIH VRIJEDNOSTI U IZRAZEN
POMOCU KRUTOSTI

m Za neprigusene slobodne vibracije sustava s n stupnjeva slobode,

vrijedi:
[mfixj+[kixj=1{0} / [m["
[1]i%}+[Dlix} = {0}
gdje je [D]=[m]1[k] - dinamicka matrica (matrica sustava).
m Pretpostavimo harmonijski oblik rjesenja:
(= {Alsin ot
X}=-1{Alsnot, A=o’

[D]-A[1]kA}= {0}

Sto je standardni problem vlastitih vrijednosti.
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8.4.2 PROBLEM VLASTITIH VRIJEDNOSTI U IZRAZEN
POMOCU POPUSTLIIVOSTI

m Za neprigusene slobodne vibracije sustava s n stupnjeva slobode,
edi:
T i) k)= 10} 7 [e)=[Kk]

[a]mi;+[1ix} = {0}

gdje je [D]=[a][m] - dinamicCka matrica (matrica sustava).
m Pretpostavimo harmonijski oblik rjesenja:
(x}={A}sin ot
Sto je takoder standardni

Gl_ .2 .
{X}Z_ @ {A}Smwt problem vlastitih vrijednosti,
-o’[DfA}+[I{A}= 10} pri ¢emu su

[D]-[ikA}= ol “é T T
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8.5 ORTOGONALNOST VLASTITIH (PRIRODNIH) OBLIKA

m S obzirom na matricu masa [m]
m S obzirom na matricu krutosti [k]

Za r-ti viastiti oblik vrijedi: [KJ{A}, —o?[m}iA}, = {0}
m Promotrimo dva para razliCitih rjeSenja problema vlastitih
vrijednosti: o2, {@}, 1 o2 {D};:

kfi@}, -ofmfie}, ={of 1 {o)
| /

o, - o?lmlo], - o}

| @
@), ko), —of{@) [mlief, =0} (@)
@}, [klio}, -of{e) [mlie), =10; (2
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Kako su [k] i [m] simetricne matrice: [k]=[k]T i [m]=[m]T,
transponiranjem jednadzbe (2) dobijemo:

@f; [k} —oio)[mlef =0} (3

Ako sada od jednadzbe (3) oduzmemo jednadzbu (1), dobije se:

(07 — 2 Jo [mlo}, - {0}
Za oblike bitno razlicitih fekvencija (o, # ®,) mora vrijediti
{of.[mfio}, =0} o =0,

Stoga kazemo da su r-ti i s-ti vlastiti oblik ORTOGONALNI s
obzirom na matricu masa.

Kako takoder vrijedi {CD}Z [k]{q)}r = {0}

kazemo da su r-ti i s-ti vlastiti oblik ORTOGONALNI s obzirom na
matricu krutosti.

Uvjeti ortogonalnosti vlastitih oblika temelj su metode
superpozicije oblika ili modalne analize.
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8.6 GENERALIZIRANE MATRICE MASA T KRUTOSTI

m Uvjeti ortogonalnosti s obzirom na masu, za r=s:

@f; [mfi, =M,

Generalizirana ili modalna masa r-tog oblika

m Uvjeti ortogonalnosti s obzirom na krutost, za r=s:

@f; [kief, =K,

Generalizirana ili modalna krutost r-tog oblika

m Pri tome je
] , K
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8.6 GENERALIZIRANE MATRICE MASA T KRUTOSTI

m Za cjelokupni konstruktivni sustav vrijedi:

M= (VT (M, 0 0 .. 0]
[M]= o] [m}o) b0 0
generalizirana ili M]=| 0
modalna matrica masa N

0O O M
Kl= o [kl (K, 0 0 .. O
[K]- {0} K]0}
generalizirana ili [K]=| 0

modalna matrica krutosti
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8.7 PRIBLIZNE METODE ZA PROCJENU OSNOVNE
FREKVENCIJE - RAYLEIGHEVA METODA

m Problem vlastitih vrijednosti sustava s vise stupnjeva slobode:
A m]o]=[k]o]
gdje je A= 02

[m], [k] - simetricne matrice
[®] — modalna matrica
m Za r-ti je vlastiti oblik:

mlfo) <Ko}/ [o]
(0] ][], - [o] []fo]
_[oJle} _ v

v

- [@f[m][]
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m Ako modalni vektor {®}. zamijenimo proizvoljnim vektorom {A}:

(AT [K][A]
b= RO = T mI[A]

gdje je R({A}) - Rayleighev kvocijent, pri cemu je A, < R({A}) <,
2
Ap =Of = R({A})

m Tocnost Rayleigheve frekvencije o, ovisi iskljuCivo o vektoru
pomaka {A} kojim opisujemo oblik vibracija.
m Razumna je pretpostavka vektora pomaka {A}:

Vektor statickih pomaka usljed djelovanja na koncentrirane mase silama
proporcionalnim njihovim tezinama.
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