12 STATICKI NEODREDENI NOSACI
2.1 Uvod

Prvo se valja prisjetiti opcih prednosti sto ih staticki neodredeni
nosaci imaju u odnosu na staticki odredene:

Manji su momenti savijanja pri jednaku rasponu i pod
jednakim optereéenjima.

Manji su progibi pri jednakoj krutosti.
Imaju veéu sigurnost u granicnomu stanju nosivosti.

Ovo vrijedi za sve vrsti nosaca (bez obzira na gradivo),a PB
nosaci imaju jos dvije dodatne prednosti:

Potrebno je manje skupih sidara i
Maniji je utrosak (takoder skupoga) rada na
prednapinjanju.

Naravno, PB nosaci imaju i nedostataka, pa i krupnih.



12.1 Uvod

Najkrupniji su ovi nedostatci:

* Vrlo su osjetljivi na prisilna izoblicenja, a osobito na
slijeganje lezajeva.

* Ucinkovitost prednapinjanja opcenito je znatno manja
nego u staticki odredenih nosaca.

Medutim, vrlo je vazno naglasiti kako se MOGU
PREDNAPINJATI SAMO ONI NOSACI STO SE
MOGU NESMETANO SKRACIVATI PRITOMU.

Prije nego sto prijedemo na razmatranje ucinka staticke
neodredenosti, prisjetimo se kakav je ucinak napinjanja
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Duz natege djeluju
Slika 12.1: Skretne sile zakrivljene natege j0§ sile trenja.



12.1 Uvod

Na predhodnoj je slici predocen slucaj jednoliko zakrivljene
natege, kakva se najcesce rabi, a sve sto cemo o njoj reci
nacelno vrijedi i za natege izlomljene osi.

Dakle na AB nosac djeluju ove vanjske sile:

 sile uvodenja iliti sidrene sile (najcesce na celima
nosaca);

o skretne sile i

¢ sile trenja.

Kao sto smo vidjeli u poglavlju o djelovanju prednapinjanja
na AB sklop, ovim se silama AB nosac suprotstavlja

sustavom samouravnotezenih naprezanja (njem.
Eigenspannungszustand).

Dakle ove VANJSKE SILE NE IZAZIVA)JU NIKAKVE
DODATNE PRIDRZAJNE SILE (reakcije) u potporama
pod nosacem.



12.1 Uvod

To oda znaci da ako znamo tijek sile prednapinjanja duz
nosaca, sto se dobije odbijanjem gubitaka sile od trenja
i prokliznuéa klina od nazivnhe pocetne sile, mozemo u
svakom presjeku nosaca dobiti mjerodavne rezne sile:

e uzduznu silu;

°* moment savijanja i

e poprecnu silu.

U doba kada su se proracuni obavljali ruéno (“pjesice”) u
pravilu se je crtao samo tijek sile prednapinjanja (sto je
ujedno i tijek uzduzne sile), dok su se ostale dvije rezne
sile odredivale samo u mjerodavnim presjecima.

Danas, kada raspolazemo mocnim racunalima, predocuju se
tijekovi svih triju reznih sila.

Na slici 12.2 predoceni su, pojednostavnjeno, tijekovi triju
reznih sila.



12.1 Uvod
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vidjet cemo da bi uzduzna
sila trebala biti predocena
crtom sastavljenom od
odsjecaka pravaca.

<<
®

Slika 12.2: Rezne sile od djelovanja
zakrivljene natege

Onda bi se tijek momenata savijanja trebao sastojati od
odsjecaka parabola i pravaca.

Slicno bi tijek poprecne sile bio niz odsjecaka pravaca.



12.1 Uvod

Djelovanje prednapinjanja kao sustava vanjskih sila osobito se
rado rabi pri proracunu staticki neodredenih sustava, kako
cemo vidjeti kasnije.

Zato predocimo jos jednom tijek sile prednapinjanja u
zavisnosti od dosega utjecaja prokliznuca klina (slike 12.3 i
12.4).
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Slika 12.3: Zavisnost velicine sile prednapinjanja od dosega utjecaja
prokliznuca klina; utjecaj ne seze do polovista raspona
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Slika 12.4: Zavisnost velicine sile prednapinjanja od dosega utjecaja
prokliznuca klina; utjecaj seze do iza polovista raspona



12.2 Djelovanje staticke neodredenosti
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Slika 12.5: Progibi, momenti savijanja i poprecne sile
staticki neodredenog PB nosaca

U staticki neod-
redenim PB nosa-
cima pojavljuju se
dodatne rezne

sile.

Staticki odredeni
nosac, naime, slo-
bodno se izobli-
Cuje pod djelova-
njem momenata od
sile prednapinjanja,
dok staticki neod-
redeni nosac ima
prekobrojne veze
sto sprjecavaju
izoblicavanje (slika
12.5).



12.2 Djelovanje staticke neodredenosti

Na mjestu tih veza moraju se pojaviti pridrzajne sile
(reakcije) sto zajedno s pridrzajnim silama u skrajnjim
lezajevima tvore uravnotezen sustav sila.

Djelovanjem tih pridrzajnih sila nastaju prekobrojni (staticki
neodredeni) momenti savijanja raspodijeljeni duz cijeloga
nosaca.

To se najzornije vidi na primjeru grede preko dvaju jednakih
polja prednapete pravom nategom udaljenom za e, od
tezisne osi nosaca (slika 12.5a).

{,’I’{:iiﬁna 0§

P RN AT O .
. 4 .. e e i{U
fay Fal b A,
4 B Natega C
o — f Enil S — f___ ;-.I

Slika 12.5a:AB nosac preko dvaju polja prije napinjanja natege



12.2 Djelovanje staticke neodredenosti

Zbog sile prednapinjanja nastaje moment savijanja
nepromjenjiv duz cijeloga raspona.

Kada ne bi bilo medupotpore B, nosac bi se prognuo
prema gore (slika 12.5b).

Slika 12.5b:AB nosac nakon napinjanja natege; medupotpora ne pridrzava nosac

Buduci da medupotpora postoji, zbog cega se nosac ne
moze uzdici, na tom mjestu djeluje pridrzajna sila Rg
usmjerena prema dolje (slika 12.5c¢).
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Slika 12.5¢c:AB nosac¢ nakon napinjanja natege; medupotpora pridrzava nosac



12.2 Djelovanje staticke neodredenosti

Kako bi nosac bio u ravnotezi, moraju na skrajnje lezajeve,
A i C, djelovati suprotno usmjerene, medusobno
jednake, pridrzajne sile, R, i R¢ (slika 12.5c¢).

o e D - et M, Sto nastaju
N 7 djelovanjem pridrzajnih
VLTTTTIIEE== , sila zbrajaju se algebar-

: ~ ski s momentima od

~ sile prednapinjanja, pa je

(T % moment u presjeku x (slika

12.5d):

Slika 12.5d:Tijekovi reznih sila duz PB nosaca Mpx = p. e, + Mx ( 12,1 )

Na istoj je slici predocen i tijek poprecnih sila.
|z izraza (12.1) lako se dobije djelotvorna mimoosnost
(efektivna ekscentricnost) sile u staticki neodredenu nosacu:

€. =€+ Nllx (12.2)



12.2 Djelovanje staticke neodredenosti

Za proracun staticki neodredenih PB nosaca mogu se
primijeniti svi postupci s pomocu kojih se proracunavaju
staticki neodredeni nosaci.

Ipak, za nize stupnjeve staticke neodredenosti

najprikladniji su metoda sila i postupak zaokretnih
kutova.

Pokazimo metodu sila na primjeru nosaca predocena na slici

|2.5a i pretpostavimo da smo ga rasjekli nad potporom u
dva dijela (slika 12.6).
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Slika 12.6: Postupak odredivanja nepoznatog momenta od staticke neodredenosti



12.2 Djelovanje staticke neodredenosti
Svaki je od ovih dijelova nosaca staticki odreden.

Medutim, moramo imati na umu kako su oni spojeni nad
potporom, dakle da cine cjelinu.

U tu cemo svrhu ispisati jednacbu proteznosti
(kontinuiteta):

X;0,+t0,=0 (12.3)
Iz nje se neposredno dobije vrijednost staticki
neodredenoga momenta nad potporom:

On

X, =—2 (12.4)

11
A sada odredimo kutove zaokreta, d,; i 9;,.

U tu svrhu treba nacrtati tijekove momenata savijanja (slika
12.7):

* od nepoznatog momenta X, za koji uzimamo da nad
potporom ima jedinicnu vrijednost i
e od sile prednapinjanja.



12.2 Djelovanje staticke neodredenosti
Prisjetimo se kako je kut

—~ LT zaokreta jednak plostini
-- m“”|’ 1o | 7 “—_ lika sto predocuije tijek
Ma\ ‘ 1 momenata pomnozeno;j s
‘ —+——————— ordinatom tijeka jedini-
| | %-P-e ' €nog momenta na aps-
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Slika 12.7: Momenti savijanja duz PB nosaca: voe e .w
o _ cuje tijek doticnoga mo-
od jedinicnog momenta (gore);

od sile prednapinjanja (dolje) menta.
Tako se dobije da je kut zaokreta od jedinicnoga momenta:

Els, =%%-2 (12.5)
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Pri odredivanju odgovarajucega kuta zaokreta od sile
prednapinjanja zanemarujemo i trenutacne i

vremenske gubitke te sile.




12.2 Djelovanje staticke neodredenosti

Dakle uzimamo da je sila prednapinjanja nepromjenjiva
duz nosaca, a takva je i u vremenu.

Kut je zaokreta od nje:
EI51V:—P-e-I-%-2:—P-e-I (12.6)

Uvrstimo dobivene vrijednosti u jedn. (12.4):

x,=—>r&l_ 3pe (127)
2l 2
S druge strane, ukupni se moment savijanja u bilo kojemu
presjeku nosaca sastoji od momenta na osnovhomu,
staticki odredenom, sustavu, M? i momenta od staticke

neodredenosti, m "X

M=M"+m X, (12.8)
pri cemu je m; - ordinata na tijeku jedinicnoga momenta u
danomu presjeku.




12.2 Djelovanje staticke neodredenosti

Ako za MP? uvrstimo njegovu vrijednost, jedn. (12.8) poprima za
presjek nad potporom oblik:

3 1
M. =—-P- —P.e=—P. 129

Pri tomu smo se drzali dogovora uvrijezena u Gradevnoj
statici: moment je pozitivan ako u donjim vlaknima izaziva
viak.

A sada nacrtajmo tijek ukupnih momenata savijanja duz nosaca
od djelovanja prednapinjanja (slika 12.8).
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Slika 12.8:Tijek ukupnih momenata duz PB nosaca presjeku nad potporom

nastaje moment SUPROTNOGA PREDZNAKA od onoga
sto bi se dobio jednostavnim mnozenjem P-e.



12.2 Djelovanje staticke neodredenosti

To onda znaci da se uz rub presjeka blizi natezi pojavljuje
VLAK, a ne tlak, kako bi se ocekivalo.

Naravno da to ima nepovoljan utjecaj na ucinak
prednapinjanja.

Pogledajmo sada sto je s pridrzajnim silama.

B:—%-zz—M (12.10)
a=c=2=CC (1)
2 2

Dakle nad srednjom se potporom dobije pridrzajna sila sto
SPRJECAVA ODIZANJE nosaca.

Sve pridrzajne sile zajedno tvore medusobno
uravhotezen sustav.

Tako dolazimo do temeljne razlike izmedu staticki
odredenih i staticki neodredenih sustava.



12.2 Djelovanje staticke neodredenosti

« U staticki odredenih sustava NE NASTAJU PRIDRZA|NE
SILE prigodom napinjanja natega.

o U staticki neodredenih sustava NASTAJU PRIDRZA|NE
SILE prigodom napinjanja natega.

To su staticki neodredene iliti PREKOBROJNE pridrzajne
sile.

Razmotrimo sada slucaj prave natege sa skretanjem nad
potporom (slika 12.9).
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der su predoceni na slici.

Slika 12.9:AB nosac prednapet nategom lomljene osi



12.2 Djelovanje staticke neodredenosti

Kut zaokreta od jedinicnoga momenta savijanja jednak je kao
u predhodnomu slucaju:

Els, :%‘ (12.5)

Za dobivanje kuta zaokreta od vanjskog optereéenja (od
mimoosnosti natege) sluzimo se pojedinac¢nim prinosima

mimoosnosti nad pojedinim potporama (isprekidane crte na
donjem dijelu slike 12.9):
EIS, =—2P-e.l-2.2+2.p.g, -32:3P.|(e8 —Ej (12.12)

2 3 2 3 3 2

Punom je crtom predoceno ukupno djelovanje mimoosnosti
natege.

Vrijednost nepoznatog momenta nad potporom dobije se
uvrstavanjem dobivenih kutova zaokreta u jedn. (12.4):

(2/3)P-1(e;—(e/2))

X, = 203 = P(eB —gj (12.13)




12.2 Djelovanje staticke neodredenosti
Sada mozemo dobiti ukupni moment savijanja nad

potporom:

M, =P-e, —P(eB —gj: P% (12.14)

Uocavamo kako se u izrazu za Mz UOPCE NE POJAVLJUJE ep!

Dapace, dobili smo POTPUNO JEDNAKU VRIJEDNOST kao u
predhodnomu slucaju!

Iz ovoga slijedi da KAKAV GOD BIO eg, UVIJEK DOBIVAMO
JEDNAKE MOMENTE DUZ NOSACA, POD UVJETOM DA
SU JEDNAKE MIMOOSNOSTI NA SKRAJNJIM
POTPORAMA.

Ovo je vazna vlastitost staticki neodredenih nosaca:

e Dokle god je duz raspona ista krivulja mimoosnosti
natege, mozemo po volji mijenjati mimoosnost nad
srednjom potporom.



12.2 Djelovanje staticke neodredenosti

Pogledajmo kako to izgleda u slucaju natege jednolike
zakrivljenosti (slika 12.10).

Radi jednostavnosti, zaobljenje osi natege nad medupotporom
nadomijestit cemo lomom.
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Slika 12.15: Odredivanje nepoznatog momenta nad potporom u slucaju zakrivljene natege



12.2 Djelovanje staticke neodredenosti

Kut zaokreta od jedinichog momenta ovoga puta ne cemo ni
Ispisivati.

S druge strane, kut zaokreta od vanjskog opterecenja )od

mimoosnosti natege) sastoji se od prinosa lika pod
parabolom i prinosa trokuta:

El6, =—2P-f-1.2.2+2p.e.1.2.2=2P.I.(e- f) (12.15)
3 2 2 3 3

Vrijednost nepoznatog momenta nad potporom dobije se

uvrstavanjem dobivenih kutova zaokreta u jedn. (12.4):
(2/3)P-1-(e— 1)

o (213)]

Ukupni je moment nad potporom:
My =P-e—P-(e—f)=P-f (12.17)

Prema tome, natega jednoliko zakrivljene osi zadane
strjelice moze se po volji pomicati gore-dolje, pod

uvjetom da os natege prolazi tezistem presjeka nad
skrajnjim potporama.

=p-(e—f) (12.16)



12.2 Djelovanje staticke neodredenosti

Dakle taj pomak ne utjece na ucinak prednapinjanja.

Medutim, najmanji utrosak celika i najveca granicna
nosivost pri savijanju postizu se kada mimoosnost nad
lezajem, e, i strjelica parabole, f,imaju najve¢e moguce
vrijednosti.

Prakticno ostvariv oblik natege predocen je na slici 12.11.
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Slika 12.11: Prakti¢no ostvariv oblik proteZne zakrivljene natege
Gornji odnosi vrijede i ako rasponi polja nisu jednaki: ukupni je
moment savijanja nad medupotporom jednak zbroju umnoska
P-e i momenta od staticke neodredenosti, X:

M, = P-e + X (12.18)



12.2 Djelovanje staticke neodredenosti
Uocimo jos kako iz izraza (12.16) slijedi da u slucaju kada je
e = f moment staticke neodredenosti iSCezava.

To onda znaci da is€¢ezavaju i pridrzajne sile.

Vlastitost oblika osi natega pri kojoj se to ostvaruje naziva se
VLASTITOSCU KONKORDANTNOSTI.

Do prije 50-ak godina toj je vlastitosti pridavana nesraz-
mjerno velika vaznost, pa su projektanti nastojali postici
takav oblik osi natega.

Naravno da je to iziskivalo viSekratno opetovanje prora-
c€una, a kako u ono doba nije bilo mocnih racunala, sve je
to iziskivalo dugotrajno i mukotrpno racunanje.

Srecom, inzenjeri su postupno uvidjeli kako je to jalov posao,
pa se danas drzimo onoga sto je receno u svezi sa slikom
12.1|: mimoosnost nad lezajem, e,, i strjelica parabole, f,
trebaju imati najveée moguce vrijednosti.



12.2 Djelovanje staticke neodredenosti

Vec je receno kako pri odredivanju staticki prekobrojnih
reznih sila vrijede svi poznati postupci gradevne statike.

Naravno, u slozenijim slucajevima rabe se u pravilu racunalni
programi sto su danas dostupni gotovo svima.

Za nesto manje slozene sustave vrlo je prikladan postupak
skretnih sila iliti jednakovrijednih poprecnih
opterecenja.

I . : )

oo —1 Razmotrimo PB nosac predocen
e na slici 12.12.

]
-1

X Geometrijski su pokazatelji osi

w natege:
Yy * mimoosnost:

Slika 12.12: Geometrija osi natege e(x) - f(X) (IZ | 9)

* kut nagiba tangente na os:

dfd—(xx)zgo(x) (12.20)




12.2 Djelovanje staticke neodredenosti
* zakrivljenost osi natege.:.
1 d?f(x)
R(x)  dx?
S druge strane, pogledajmo geometrijske pokazatelje
progibne krivulje nosaca:

(12.21)

y — ordinata progibne krivulje;

jy > kut zaokreta progibne krivulje;
X

d’y . , 5

02 > zakrivljenost osi nosaca.

Pokusajmo uspostaviti svezu izmedu geometrije osi natege i
progibne krivulje nosaca.

Dakle treba naci jednakovrijedno okomito (skretno)

opterecenje p(x) sto ce dati rezne sile jednake onima pri
napinjanju natege.



12.2 Djelovanje staticke neodredenosti
Podimo od izraza za moment savijanja od sile
prednapinjanja:
M(x) = P-f(x) (12.22)
Zatim se prisjetimo Mohrova stavka o odnosu momenta
savijanja i vanjskog opterecenja:

2 2 4
d*M (x) P-d f(x):EId_y

—s(x) (12.23)

dx’ dx’ dx*
Odavde se izravno dobiva odnos izmedu progibne krivulje
nosaca i jednakovrijednoga skretnog opterecenja sto
djeluje okomito na os nosaca:
d*f
100
dx
Za zadani oblik osi natege treba odrediti pripadno
okomito (skretno) optereéenje.

=—s(x) (12.24)

Najzornije se to vidi iz primjera.



12.2 Djelovanje staticke neodredenosti
+ Na slici 12.13 predocen je

S N . |, odsjecak staticki neodrede-
EF ks e | .
1 . €2 noga PB nosaca napeta
<1 = nadomjesnom nategom
Z,—F jednolike zakrivljenosti.

Slika 12.13: Odsjecak staticki neodredenoga licite mimoosnosti na kra-
PB nosaca jevima polja).
Trazi se poprecno opterecenje sto nadomjesta djelovanje
natege.
Ispisimo prvo opci izraz za mimoosnost natege:
e; —€, 2 f 41

I -Xer-x—l—z-x2 (12.25)

e="f(x)=e,+

Zatim derivirajmo ovaj izraz dva puta po x:

d?f (x 8 f



12.2 Djelovanje staticke neodredenosti
|z ovoga se neposredno dobije:

s(x):—8|—f P (12.27)

Drugi se primjer odnosi na nategu sto se ne proteze duz
cijeloga polja (slika 12.14). [

Slika 12.14: Umetnuta kratka natega u polju —

\M Pe MZ2

Primjer se razlikuje od predhodnoga samo utoliko sto se
moraju uzeti u obzir momenti savijanja sto djeluju na
mjestima usidrenja natege.

Skretno je opterecenje kao i u predhodnomu slucaju:

s(x):—8|—f P (12.27)



2.3 Granicna nosivost SN PB nosaca

Za staticki ODREDENE nosace vrijedi da kada u najjace

napregnutu presjeku dode do iscrpljenja nosivosti,
nastupa SLOM CIJELOGA NOSACA.

Dakle ako poznajemo oblik poprecnoga presjeka i

vlastitosti gradiva, mozemo odrediti moment savijanja sto
odgovara ISCRPLJENJU NOSIVOSTI.

Valja naglasiti da taj moment ne zavisi od jacine ni
raspodjelbe vanjskog opterecenja.

Od raspodjelbe produljenja/skra¢enja po visini presjeka
zavisi hoce li slom nastupiti zbog iscrpljenja nosivosti
betona ili celika.

U svakomu slucaju, kako je vec receno, iscrpljenjem nosivosti
PRESJEKA, nastupa SLOM CIJELOGA NOSACA.

U staticki NEODREDENIH nosaca u pravilu nije tako — oni
imaju zalihu nosivosti NAKON ISCRPLJENJA NOSIVOSTI
NAJJACE NAPREGNUTOGA PRESJEKA.



2.3 Granicna nosivost SN PB nosaca

U staticki neodredenih sklopova nosivi se sklop postupno
pretvara u mehanizam.

Opterecenje se postupno povecava dok moment savija-
nja ne dosegne granicu iscrpljenja nosivosti u broju pres-
jeka koji premasuje stupanj staticke neodredenosti za
jedan.

Valja naglasiti da u presjeku u kojem moment savijanja

doseZe granicu iscrpljenja nosivosti nastaje tzv. PLASTICNI
ZGLOB.

Uocimo bitnu razliku izmedu obicnog i plasticnoga zgloba:

 Obiéni je zglob dio sklopa sto NE MOZE PREUZETI
MOMENTA SAVIJANJA.

* Plasticni je pak zglob mjesto u sklopu sto preuzima
MOMENT SAVIJANJA JEDNAK GRANICNOJ NOSIVOST],
dakle NAJVECI MOGUCI.



2.3 Granicna nosivost SN PB nosaca

~ Pokazat cemo na primjeru grede

| preko dvaju polja (slika 12.15)

_ opterecene pojedinachom

~ silom Q u prvomu kako se nakon
pojave plasticnoga zgloba u
presjeku pod silom opterecenje
(ta sila) moze znatno povecati

- dok se nosac ne pretvori u meha-
nizam pri pojavi drugoga plas-

._/ _ g ,‘. Hgy_,_, . tli':noga zgloba (U presjeku nad

Slika 12.15: Momenti od pojedinacne sile
u jednom polju
Lako se moze pokazati da je moment nad potporom:

_sQl
==~ (1228)

potporom).

B

(Dobro bi bilo to provjeriti za vjezbu i, naravno, izracunati i
moment u polju).



| 2.3 Granicna nosivost SN PB nosaca
Moment je u polju:
13Q-|
M, === (12.29
o =221 (1229)

Uzmimo da sila Q postupno raste do vrijednosti Q,, pri kojoj
moment u presjeku u polju doseze granicu iscrpljenja
nosivosti presjeka.

Pretpostavimo li dalje da nosac ima po cijeloj duljini jednaku
granicnu nosivost, izlazi da je sljededi presjek u kojem ce
biti dosegnuta granicna nosivost onaj nad potporom.

Medutim, sada nosac djeluje po drugoj statickoj shemi (doniji
dio slike) — postao je tzv. Gerberov nosac.

Sada sila Q djeluje na kraju prijepusta grede s prijepustom.

Zaliha je nosivosti presjeka nad potporom:

13 3 7
M _(a—g—zqu =, Q1 (1230)



12.3 Granicna nosivost SN PB nosaca
Taj moment izaziva sila AQ na kraku /2:

A _7Q-
AQ-o=—2- (1231)

Odavde mozemo dobiti koliko je povecanje sile Q u odnosu
na onu sto je izazvala pojavu prvoga plasticnoga zgloba:

AQ 7
Q

Prema tome povecanje je oko 21,9 %, dakle znatno.

(12.32)

Nakon pojave drugoga plasticnoga zgloba nosac se pretvara
u mehanizam i gubi sposobnost nosenja opterecenja.

Valja naglasiti kako spomenuti plasticni zglobovi imaju
ogranicenu zaokretnu sposobnost (rotacijski kapacitet)
vec i zbog toga sto su ogranicena granicna skracenja
betona (3,5 °/_,) i produljenja celika (10 °/_,).



2.3 Granicna nosivost SN PB nosaca

Staticki se neodredeni (SN) nosaci razlikuju od staticki
odredenih u jos jednoj bithoj pojedinosti: dok je u staticki
odredenih unaprijed odreden polozaj presjeka u kojem
dolazi do iscrpljenja nosivosti, u staticki neodredenih
nije tako.

Zapravo se u staticki neodredenih samo u idealnomu slucaju
moze dogoditi iscrpljenje nosivosti istodobno u svim
najjace napregnutim presjecima (mjestima najvecih
momenata savijanja).

U praksi tomu u pravilu nije tako, pa se pri odredivanju
slomnog opterecenja, polozaja plasticnih zglobova i
slomnog mehanizma prvo nacrta ovojnica (envelopa)
granicnih nosivosti, pa se u nju unose tijekovi
momenata savijanja od vanjskog opterecenja.

U dodirnim tockama ovih krivulja nalaze se plasti¢ni
zglobovi.



12.3 Granicna nosivost SN PB nosaca
Naravno, ovojnicu je moguce dobiti samo uz pomoc

racunala.

lzneseno cemo pokazati na jednostavnu primjeru PB nosaca
preko dvaju polja pod jednoliko rasprostrtim

opterecenjem (slika 12.16).

2

b e e

DO . L. k- ' Yy 0

Slika 12.16: Grani¢ni moment PB nosaca

: Uzmimo da prvi plasticni

zglob nastaje u presjeku
nad potporom.

Pocev od toga trenutka
nosac se pretvara u dvije
slobodno poduprte
grede.

1 Opterecéenje moze i dalje

rasti sve dok krivulja
momenata ne dodirne
ovojnicu.



12.3 Granicna nosivost SN PB nosaca
Uocimo kako postoje dvije ovojnice: jedna za pozitivne, a
druga za negativhe momente savijanja.

Naravno, obje vrijede za zadani presjek nosaca i zadani
razred betona.

Pri tomu se granicne nosivosti racunaju uz ove pretpostavke:

e Na vlacnoj je strani najveci smjestivi broj natega i
najveca dopustiva kolicina nenapete armature.

* Na tlacnoj je strani samo najmanja potrebna kolicina
armature (minimalna armatura).

o Za svaki pojedinacni presjek vrijede pretpostavke sto
inacCe vrijede pri proracunu granic¢ne nosivosti.



12.4 Primjena teorije plasticnhosti

Gradivo teorije plasticnosti toliko je opsezno da bi ga
treblo izlagati cio semestar.

Medutim, ogranicit cemo se na iznosenje dvaju temeljnih
teorema, statickog i kinematickoga, i na prikaz dvaju
osnovnih postupaka proracuna, statickog i kinematickoga,
na primjeru jednostrano upete grede opterecene dvjema
jednakim pojedinacnim silama u trecinskim tockama
raspona.

o Staticki teorem

Ako se za nosivi Stapni sustav moze naci staticko polje
momenata savijanja (preraspodijelba) sto zadovoljava
uvjete ravnoteze i plasticnosti, te rubne uvjete, onda je
jaCina opterecenja manja ili najvise jednaka granicnoj.
Ni u jednomu presjeku moment savijanja ne premasuje
moment plasticnosti.

Granicno je optereéenje najvisa vrijednost svih
opterecenja sto odgovaraju raznim raspodjelbama
momenata savijanja.



12.4 Primjena teorije plasticnhosti

Drugim rijeCima, posto za zadani razmjestaj opterecenja
nademo najveé¢i moment savijanja (moment plasticnosti),
trazimo povecanje sile sto je nuzno da bi se u sljedeéem
najjace napregnutom presjeku pojavio moment
plasticnosti.

Pri tomu se sluzimo uvrijezenom metodom sila.

e Kinematicki teorem

Ako je za stapni sustav jacCina opterecenja veca ili
najmanje jednaka granic¢noj za kinematicki mogudi
oblik sloma, pri kojem zaokreti plasticnih zglobova
zadovoljavaju uvjete kinematickoga lanca i kinematicke
rubne uvjete, granicno je opterecenje sustava najmanja
vrijednost svih opterecenja sto odgovaraju razlicitim
kinematickim mehanizmima.

Kinematicki moguci oblik sloma jest onaj oblik u kojem je broj
plast. zglobova veci za jedan od stupnja stat. neodredenosti.




12.4 Primjena teorije plasticnhosti

Broj je mogucih kinematickih mehanizama jednak broju
plasticnih zglobova.

Dakle po kinematickom teoremu svakom je mogucem
kinematickomu mehanizmu pridruzena jacina
granicnog opeterecenja,a mjerodavna je najmanja
vrijednost.

o Staticki postupak

Prvo se odredi tijek momenata savijanja, a zatim se uzima
da se u presjeku s najveéim momentom pojavljuje
plasticni zglob.

To dovodi do promjene statickog sustava (snhizenja stupnja
staticke neodredenosti).

Zatim se na novom sustavu racuna prirastaj sile sto je
nuzdan kako bi se u sljedeéem najjace napregnutomu
presjeku pojavio plasticni zglob (slika 12.17).



12.4 Primjena teorije plasticnhosti

l l Kut zaokreta od vanjskog
} & a — opterecenja:
@ ., ] = 2
8 2 L 4 4 4-7Qa2-Q4 (1233)
(b) Qa Q-a Od jedinichog momenta:
———

—— 1 2
\/C_{lj % w‘g\l\ 191 —5'33'5— d (1234)

Odavde je moment na

' T — upetomu kraju:
W M,=Qya (12.35)
Qg _éQ&(j iz Cega se dobije sila pri
%_ 44 AQ kojoj nastaje prvi plasti-
AQ =8 ¢ni zglob:
® :
Slika 12.17: Grani¢na nosi 14 Q= o (12.36)
A7 vost po statickom postupku a



12.4 Primjena teorije plasticnhosti

Novi je staticki sustav slobodno poduprta greda (slika
12.17¢e).

Buduci da je moment savijanja u sljede¢em najjace napreg-
nutomu presjeku jednak (2Q,-a/3), prirastaj sile, AQ, treba
biti tolik da se u tomu presjeku dosegne moment My

AQ-a+§Qo -a=Q,-a (12.37)

Odavde se dobije:

a=a
AQ-a= 3

(12.38)
Dakle prirastaj je sile:

AQ :% (12.39)
To znaci da je najveca sila:

Qmax = Qo + AQ = (413)Q, (12.40)



12.4 Primjena teorije plasticnhosti
» Kinematicki postupak

Prvo nacrtajmo dva kinematicki moguc¢a mehanizma
(slika 12.18).

@ v\ Mo la | Za oba mehanizma treba
15 ispisati jednacbe rada i

izjednaciti rad unutar-

njih s radom vanjskih

sila.

Pocnimo od mehanizma a.

Slika 12.18: Granicna nosivost'-po kinematickom postupku Rad e UHUtarnjih sila:
R,=M,-0,+ My(w;+wv,) =M)Cw,; +w, (12.41)
pri cemu su kutovi zaokreta:

w,; = o/a; w, = 0/2a; w,=2w, (12.42)
|z ovoga slijedi da je rad unutarnjih sila:
R,=M, 50,=(5M,d)/(2a) (12.43)



12.4 Primjena teorije plasticnhosti
S druge strane rad je vanjskih sila:

R =¥ (12.44)
Izjednacimo rad unutarnjih s radom vanjskih sila:
5M -5 3Q-§
2a
Odavde se dobiva najvece vanjsko opterecenje:

(12.45)

5M,
= 12.46
max Q 2 ( )

A sada pogledajmo mehanizam b.
Ispisimo izraz za rad unutarnijih sila:

R,=My-0;+ My(w; +®y) =My, + v)
Uocimo da smo dobili potpuno jednak izraz.
Sada kutovi zaokreta imaju obrnute vrijednosti:
w,;=0/2a; w,=o/a; w,=2w0; (12424

(12.41)



12.4 Primjena teorije plasticnhosti
Uvrstimo li ove vrijednosti u jedn. (12.41) dobit cemo:

R,=M, 2w,=(2M,d)la (12.43q)
Rad je vanjskih sila jednak kao i u predhodnom slucaju.
Izjednacavanjem rada unutarnjih s radom vanjskih sila
dobije se:
2M,-6 3Q-6
a

(12.46)
Iz ove se jednacbe dobiva najvece vanjsko opterecenje:
maxQ = %QO (12.47)

Dakle dobili smo potpuno jednaku vrijednost kao po
statickom postupku, jedn. (12.40).



	12 STATIČKI NEODREĐENI NOSAČI
	12.1 Uvod
	12.1 Uvod
	12.1 Uvod
	12.1 Uvod
	12.1 Uvod
	12.1 Uvod
	12.2 Djelovanje statičke neodređenosti
	12.2 Djelovanje statičke neodređenosti
	12.2 Djelovanje statičke neodređenosti
	12.2 Djelovanje statičke neodređenosti
	12.2 Djelovanje statičke neodređenosti
	12.2 Djelovanje statičke neodređenosti
	12.2 Djelovanje statičke neodređenosti
	12.2 Djelovanje statičke neodređenosti
	12.2 Djelovanje statičke neodređenosti
	12.2 Djelovanje statičke neodređenosti
	12.2 Djelovanje statičke neodređenosti
	12.2 Djelovanje statičke neodređenosti
	12.2 Djelovanje statičke neodređenosti
	12.2 Djelovanje statičke neodređenosti
	12.2 Djelovanje statičke neodređenosti
	12.2 Djelovanje statičke neodređenosti
	12.2 Djelovanje statičke neodređenosti
	12.2 Djelovanje statičke neodređenosti
	12.2 Djelovanje statičke neodređenosti
	12.2 Djelovanje statičke neodređenosti
	12.2 Djelovanje statičke neodređenosti
	12.2 Djelovanje statičke neodređenosti
	12.3 Granična nosivost SN PB nosača
	12.3 Granična nosivost SN PB nosača
	12.3 Granična nosivost SN PB nosača
	12.3 Granična nosivost SN PB nosača
	12.3 Granična nosivost SN PB nosača
	12.3 Granična nosivost SN PB nosača
	12.3 Granična nosivost SN PB nosača
	12.3 Granična nosivost SN PB nosača
	12.4 Primjena teorije plastičnosti
	12.4 Primjena teorije plastičnosti
	12.4 Primjena teorije plastičnosti
	12.4 Primjena teorije plastičnosti
	12.4 Primjena teorije plastičnosti
	12.4 Primjena teorije plastičnosti
	12.4 Primjena teorije plastičnosti
	12.4 Primjena teorije plastičnosti

