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lzvijanje Stapova

Definicija izvijanja:

Izvijanje tlaéno optereéenih elemenata predstavlja gubitak ravnoteze i
slom elementa prije nego se dosegne grani¢na ¢vrsto¢a materijala.
Takav se slom smatra gubitkom stabilnosti (za razliku od gubitka
mehanicke otpornosti).

lzvijanje se moZe dogoditi samo od uzduzne tlacne sile, ali je u

prakti¢nim sluc¢ajevima €esto povezano i s jednoosnim ili dvoosnim
savijanjem.
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lzvijanje Stapova

Izvor: Ferguson structural engineering laboratory

https://fsel.engr.utexas.edu/research/spotlight/293-time-dependent-buckling
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lzvijanje Stapova

Pitanje:

Kada je konstrukcija sigurna?
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lzvijanje Stapova

Pitanje:

Kada je konstrukcija sigurna?

1. Uvjet naprezanja: Omax < Odop

2. Uvjet krutosti: fmax < faop
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lzvijanje Stapova

Pitanje:

Kada je konstrukcija sigurna?

1. Uvjet naprezanja: Omax < Odop
2. Uvjet krutosti: fmax < faop
3. Uvjet stabilnosti Fsq < Ferig
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lzvijanje Stapova

Podsjetnik (Mehanika, Otpornost materijala)

3. Uvjet stabilnosti Fsqg < Ferie

F F
Ferit Eulerova kriticna sila l

o

F < Fepit F = Fqi

Betonske konstrukcije 2



lzvijanje Stapova

Podsjetnik (Mehanika, Otpornost materijala)

3. Uvjet stabilnosti Fsqg < Ferie

Ferie Eulerova kriti¢na sila i lF

‘ Pitanja:

} Koristi li se teorija L. ili II. reda?
Sto su teorije L. i II. reda?
\
|

O Cemu ovisi osjetljivost stapa na izvijanje?

T Kako se odreduje Eulerova kriti¢na sila?
F

F

F < Fepit F = Fqi
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Teorije Ii Il reda

Teorija I. reda

Ravnoteza se uspostavlja na nedeformiranom sustavu.
Pri odredivanju veli¢ine unutarnjih sila (M, N) ne uzima
se u obzir deformacija sustava niti svojstva materijala.

M

Hx/
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Teorije Ii Il reda

Teorija II. reda

Ravnoteza se uspostavlja na deformiranom sustavu.
Velic¢ina unutarnjih sila ovisi i o svojstvima materijala.

M

Hx/
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Teorije Ii Il reda

F
oy H Teorija II. reda
i =
| RavnoteZa se uspostavlja na deformiranom sustavu.
Veli¢ina unutarnijih sila ovisi i o svojstvima materijala.
| =
] |
|
|
e LTI

N AM»]:erl
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Teorije Ii Il reda

+=+ H Teorija II. reda

|| RavnoteZa se uspostavlja na deformiranom sustavu.
Veli¢ina unutarnijih sila ovisi i o svojstvima materijala.

N AM2=Fx32

Betonske konstrukcije 2
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Teorije Ii Il reda

Teorija II. reda

RavnoteZa se uspostavlja na deformiranom sustavu.
Veli¢ina unutarnijih sila ovisi i o svojstvima materijala.

N AM;=Fxe,
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Teorije Ii Il reda

Teorija II. reda

Ravnoteza se uspostavlja na deformiranom sustavu.
Veli¢ina unutarnijih sila ovisi i o svojstvima materijala.

Pitanje:

O ¢emu ovisi velicina progiba e;?

N AM;=Fxe,

Betonske konstrukcije 2
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Teorije Ii Il reda

N M=Hx/
N = const
M=H-I

N AM,=Fxe,

N = const
M=H’l+F'el+F'ez+F'63....
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Teorije Ii Il reda

I

=

N\

AM,=Fxe;

Mora se koristiti teorija II. reda — prorac¢un na
deformiranom sustavu.

Betonske konstrukcije 2

Pitanja:
Koristi li se teorija L. ili II. reda?

Sto su teorije L. i II. reda?
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I

Teorije Ii Il reda

=

AM,=Fxe;

duljina Stapa
poprecni presjek
rubni uvjeti

materijal

pocetne imperfekcije

Betonske konstrukcije 2

Pitanja:

O ¢emu ovisi osjetljivost Stapa na izvijanje?
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Teorija Il reda

:}f_\/ééz
w(x)

y

Promatramo zglobno oslonjeni Stap
optereéen uzduznom tlacnom silom. Crvena
linija w(x) predstavlja liniju izvijanja, a sila F
kriticnu Eulerovu silu.

Betonske konstrukcije 2

Pitanja:

Kako se odreduje Eulerova kriti¢na sila?

Napomena: prikaz odredivanja Eulerove kriti¢ne sile i duljine
izvijanja ovdje je samo za ilustraciju i upoznavanje s problemom
izvijanja. Detaljno o ovoj temi slusa se u predmetu Stabilnost
konstrukcija.
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Teorija Il reda

Moment u bilo kojoj tocki x na duljini Stapa jednak je uzduznoj sili pomnozenoj s ekscentricitetom
(progibom na tom mjestu):

M, =F -wy,
w(x) je elasti¢na progibna linija (sjetiti se Otpornosti materijala) Cija je diferencijalna jednadzba:

W(x)ll —

M(x) F-w,
——~2 odnosno n_ _
1 W E-1

Betonske konstrukcije 2
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Teorija Il reda

M(x) F - wy
"= odnosno w, = —
y W) E-1 x E-1
mozZze se zapisati u jednostavnoj notaciji:
W”=—L'W = w +——w=0
E-I E-I
I1i, uz subtituciju a? = % w'+a?-w=0

Homogena diferencijalna jednadzba Il. reda elasticne linije zglobno oslonjenog stapa u trenutku gubitka stabilnosti.

Betonske konstrukcije 2 21



Teorija Il reda
Opde rjesenje diferencijalne jednadibe w' 4+ a?-w =0 glasi:

w=A-sinax + B - cos ax

Konstante A i B se odreduju pomodu rubnih uvjeta:

wi(x)
1.Zax=0> w=0

O=A-sina0+WO = w=A-sinax

2.Zax=L > w=0

0 = A-sinal = konstanta A ne moze biti O jer tada Stap nije deformiran pa mora biti:

sinal =0

Betonske konstrukcije 2
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Teorija Il reda

RjeSenje obi¢ne trigonometrijske jednadzbe jednostavno je nadi: sinus svakog ispruzenog kuta (i njegovog
visekratnika) je O pa aL = m, 2m, 31 ..., odnosno:

n-m
al =n-nm = a=T

. _ F
Sjetimo se substitucije a? = =

i dobijemo izraz za kriticnu silu zglobno oslonjenog Stapa:

_nz-nZ-E-I

F 12
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Teorija Il reda

Istim postupkom, uz primjenu odgovarajucih rubnih uvjeta, mozemo odrediti kriticnu silu za razlicito
oslonjene Stapove (moZete probati za vjezbu):

|

y!

Rubniuvjeti x =0=>w =0, x=L>w=0
_nz-nz-E-I

(L)?

Rubniuvjieti x =0=2w=0x=0=>w' =0x=L=a>w=f
F_nz-rtz-E-I
- (2L)?

Rubniuvjeti x =0=>w=0;x=0=>w' =0x=L>w=
_nz-ﬂz-E-I
—(0.7L)2

Rubniuwvjeti x =0=>w=0x=0=>w' =0x=L>w=0x=L>w =0
n.m%.E-1I
F=r——— —
(0.5L)?

Betonske konstrukcije 2
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Teorija Il reda

Istim postupkom, uz primjenu odgovarajucih rubnih uvjeta, mozemo odrediti kriticnu silu za razlicito
oslonjene Stapove (moZete probati za vjezbu):

Rubniuvjeti x =0=>w =0, x=L>w=0
n?.-m?-E-1I

|

~ Rubniuvieti x =0=2>w=0x=0=>w'=0x=L=>w=f | QObratiti paZnju na
Fe n?-m?-E-1I vrijednost u nazivniku! To je
(:52 duljina izvijanja i oznacava
se s [y (u literaturi moze se
% Rubniwjetix=0=>w=0x=0=>w =0Gx=L=>w= pronaciil;)!
n?em?-E-l
(07D

e Rubniuwvjeti x =0=>w=0x=0=>w' =0x=L>w=0x=L>w =0
F_nz-rtz-E-I
- 2
N )
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Duljine izvijanja pojedinacnih Stapova

Y Y Y Y Y
[ / / [ [
| | |
g W Y o * oo Y
1,=1 1,7=21 1,~0.71 1,~0.51 1,=1

Betonske konstrukcije 2
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Pojam vitkosti stapa

Kriticno naprezanje je naprezanje u Stapu pri kojem dolazi do izvijanja. Izravno je povezano s kriticnom
silom:
Orip — =
crit A lg 'A

Betonske konstrukcije 2
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Pojam vitkosti stapa

Kriticno naprezanje je naprezanje u Stapu pri kojem dolazi do izvijanja. Izravno je povezano s kriticnom
silom:

— =2 Koeficijent vitkosti Stapa

Betonske konstrukcije 2
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Krivulja interakcije

Krivulja interakcije (krivulja ,,K”):

Betonske konstrukcije 2
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Krivulja interakcije

Krivulja interakcije (krivulja ,K”) za vitke elemente:

N
NEd Ed
/
NRd L 1 2 // ‘
(Meg, Neg) (Merit, Nerit) /
—_—— l{
-—
o -~ i > h I f e ‘
X 2 F_-
(Mgg, Neg) | |
\
\
3 \
(Mcritr Ncn’t) \ ‘
~o e
3
N | (Mgg, Neg)
NEd

Betonske konstrukcije 2

1 kratki elementi
2 yitki elementi

3 jako vitki elementi

30



Pomicni i nepomicni sustavi

Horizontalno nepomicni sustavi

) ) @] Q

Horizontalno pomicni sustavi
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Duljine izvijanja u pomicnim i nepomicnim sustavima

Horizontalno nepomicni sustavi

d s s
()
BT

<y <l

Betonske konstrukcije 2
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Duljine izvijanja u pomicnim i nepomicnim sustavima

Horizontalno pomicni sustavi

P
N i -l
|
\ e T~

lp > 21
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Duljine izvijanja u pomicnim i nepomicnim sustavima

Granicne vitkosti

Kada koristiti teoriju I. reda, a kada II. reda?

Ako poveéanje momenata savijanja dobivenih prema teoriji drugog reda iznosi manje od 10 % od onih
dobivenih prema teoriji prvog reda i ako je vitkost A manja od granicne vrijednosti A;;,.

A< Ay
lim 1= l_o i = i (slajd 28)
i A

_20-A-B-C

Alim \/ﬁ




Duljine izvijanja u pomicnim i nepomicnim sustavima

20:A-B-C
lim= \/ﬁ
oo Vea

b'h'fcd

\

Je li ovo poznato
od negdje?

Granicne vitkosti

1

= —_— koeficijent koji uzima u obzir puzanje betona (vidjeti
140.2: Qe

predavanje o torziji) — ako @, nije poznato onda A = 0.7

B=+1+4+2-w koeficijent koji uzima u obzir koli¢inu uzduzne armature -
ako w nije poznatoonda B = 1.1

C=17—n, koeficijent koji uzima u obzir momente savijanja na
krajevima stupa - ako 13, nije poznato onda C = 0.7

Ae-
= AsTya mehanicki koeficijent armiranja
Acfea
M , - : :
Ty = M—°1 omjer krajnjih momenata na stupu (ako My i M, daju
02

vla¢na naprezanja na istoj strani, onda je r;, pozitivan)
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Duljine izvijanja u pomicnim i nepomicnim sustavima

Duljina izvijanja [y u okvirnim sustavima

Horizontalno nepomicni sustavi

=051 |[14+—2 |42 N
0= 0.45 + k4 0.45 + k,

Horizontalno pomic¢ni sustavi

I, =1 1410 . Fke (i, 142 ()
0~ max k1+k2 ’ 1+k1 1+k2 et

Betonske konstrukcije 2
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Duljine izvijanja u pomicnim i nepomicnim sustavima

Duljina izvijanja [y u okvirnim sustavima

Klju€no je odrediti koeficijente relativne popustljivosti k; i k5 jer oni odreduju krivulju izvijanja.
Dopunit ¢emo sliku sa slajda 26:
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Duljine izvijanja u pomicnim i nepomicnim sustavima

Duljina izvijanja [y u okvirnim sustavima

Nepomicni: Pomicni:

Ocigledno je da su rubni uvjeti stupa negdje izmedu
upetih i zglobno oslonjenih, a stupanj upetosti odreden je
odnosima krutosti stupa i greda koji se spajaju u gornjem
i donjem ¢voru. ,,Razina” upetosti izraCunava se upravo
koeficijentima k; (k4 i k, - na gornjem kraju stupa i
donjem kraju stupa).

y E -1
k: = lcol
LT IM,
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Duljine izvijanja u pomicnim i nepomicnim sustavima

Duljina izvijanja [y u okvirnim sustavima

Nepomicni:
ZE o1
Lol Mgz moment upetosti grede za jedinicni
ky = Mg, 1 kut zaokreta ¢vora. Ovisi o obliku
dijagrama savijanja na gredi:
o |
=2 E ] il
R LA
j E- Icol
_3-(E-Ig) i {_
R
R HH]H T
o | |
M, = 4-(E-Iy) | |
2El- ICOl E . IR lR W,—r’ﬂ
k2 = —_col lR
XMp,

Betonske konstrukcije 2 39



Duljine izvijanja u pomicnim i nepomicnim sustavima

Duljina izvijanja [y u okvirnim sustavima

Pomicni:
E ‘I l
) lcoio Mgz moment upetosti grede za jedinicni
ky = Mg, kut zaokreta ¢vora. Ovisi o obliku
dijagrama savijanja na gredi:
| a
5 6-(E-Ig)
wd? R = T /‘
[UIPIEEE
¥ El' Icol
k — col 1' IR 1[
2 XMp>
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Priblizne metode proracuna prema teoriji II. reda

Cilj proraCuna je odrediti dodatni moment savijanja koji se javlja zbog izvijanja, puzanja betona i nesavrsenosti
izvedbe. Svaki od ovih pojava povecava ekscentricnost uzduzne sile, a time uzrokuje pojavu dodatnog momenta
savijanja. Srz ovih metoda jeste odrediti ove ucinke Il. reda na deformiranom sustavu.

Mgq = Mogq + M,
Mg, moment savijanja odreden teorijom I. reda (ukljucuje i nesavrSenosti)

M, moment savijanja odreden teorijom II. reda (ukljucuje deformacije sustava)



Priblizne metode proracuna prema teoriji II. reda

Cilj proraCuna je odrediti dodatni moment savijanja koji se javlja zbog izvijanja, puzanja betona i nesavrsenosti
izvedbe. Svaki od ovih pojava povecava ekscentricnost uzduzne sile, a time uzrokuje pojavu dodatnog momenta
savijanja. Srz ovih metoda jeste odrediti ove ucinke Il. reda na deformiranom sustavu.

Mgq = Mogq + M,
Mg, moment savijanja odreden teorijom I. reda (ukljucuje i nesavrSenosti)
M, moment savijanja odreden teorijom II. reda (ukljucuje deformacije sustava)
Ukupni ekscentricitet uzduzne sile iznosi:
ot = €p +€; + ey

g = — pocetni ekscentricitet (teorija I. reda)

e; eksentricitet od nesavrSenostiz
e, eksentricitet zbog vitkosti i puzanja



Priblizne metode proracuna prema teoriji II. reda

Uz tako odredeni ukupni ekscentricitet, proracunski moment savijanja odreden je kao:
Mgq = Ngq * €tot

Mg, moment savijanja odreden teorijom I. reda (ukljucuje i nesavrSenosti)

M, moment savijanja odreden teorijom II. reda (ukljucuje deformacije sustava)

Ukupni ekscentricitet uzduzne sile iznosi:
ot = €p +€; + ey

€o pocetni ekscentricitet (teorija I. reda)
e; eksentricitet od nesavrSenosti
e, eksentricitet zbog vitkosti i puzanja



Priblizne metode proracuna prema teoriji II. reda
Odredivanje ¢, i e;

ot = €p +€; + e,

Pocetni ekscentricitet (sjetiti se predavanja o ekscentri¢noj tla¢noj sili):

_ MEd Mgq4 racunski moment savijanja odreden teorijom I. reda
0 — xr v v .
NEd Ngg4 racunska tlac¢na sila
Eksentricitet od nesavrSenosti :
lO 0, =0y ay - a, nagibod nesavrsenosti, gdje su:
=0y

1 . .

0y = 700 osnovna vrijednost nagiba
2 - L2

an =7 faktor smanjenja za visinu; 3 <ap, <1

1 - .
Ay = \/0.5 . (1 + %) faktor smanjenja za broj elemenata

m broj elemenata (stupova)



Priblizne metode proracuna prema teoriji II. reda
Odredivanje ¢, i e;

ot = €9+ et ey

Pocetni ekscentricitet (sjetiti se predavanja o ekscentri¢noj tla¢noj sili):

_ MEd Mgq4 racunski moment savijanja odreden teorijom I. reda
0 — xr v v .
NEd Ngg4 racunska tlac¢na sila
Eksentricitet od nesavrSenosti :
lO 0, =0y ay - a, nagibod nesavrsenosti, gdje su:
=0y

1 . .

0y = 700 osnovna vrijednost nagiba
2 - L2

an =7 faktor smanjenja za visinu; 3 <ap, <1

1 - .
Ay = \/0.5 . (1 + %) faktor smanjenja za broj elemenata

m broj elemenata (stupova)



Priblizne metode proracuna prema teoriji II. reda
Odredivanje e,

ot = €p +€; + e,

Ekscentricitet uzduZne sile uslijed ucinaka II. reda je, u stvari, dodatni ekscentricitet nastao zbog deformiranja
konstrukcije. Deformacije sustava nastale su zbog puzanja i izvijanja elemenata:

% zakrivljenost elementa
1 [?
€y = —+— [ duljina (izvijanja) elementa
r c
c koeficijent raspodjele zakrivljenosti

Ekscentricitet prema teoriji Il. reda moze se izracunati prema dvije priblizne metode:

- metoda nazivne krutosti
- metoda nazivne zakrivljenosti



Priblizne metode proracuna prema teoriji II. reda

Metoda nazivne zakrivljenosti

U ovoj metodi potrebno je odrediti zakrivljenost elementa ~ Ova zakrivljenost ovisi o uzduznoj sili, krutosti elementa i
zakrivljenosti.

K, popravni faktor ovisan o uzduznoj sili
1 1 . | |
—=K.-K,.+-— K, faktor koji uzima u obzir puzanje
r p
T 70
1 _ 2&ya | _ fya

o 09d ' Y4 T g



Priblizne metode proracuna prema teoriji II. reda

Metoda nazivne zakrivljenosti

Popravni faktor K,- uzima u obzir vrijednost proracunske uzduzne sile i koli¢ine armature stupa:

N - v v . . . . .
n=- ‘;d omjer proracunske uzduzne sile i nosivosti betonskog presjeka
c'Jcd
n,=1+w
As‘fyd . . . . v .
= 7 omjer nosivosti armature i betona na uzduznu silu
c'Jcd



Priblizne metode proracuna prema teoriji II. reda

Metoda nazivne zakrivljenosti

Faktor K, uzima u obzir ucinke puzanja:

Ky=1+p 0o =1

M
Per = @(0,t0) - MOEqp proralunski koeficijent puzanja

0Ed
Moyggp moment savijanja odreden iz nazovistalne kombinacije djelovanja
Moga moment savijanja prema teoriji I. reda iz proracunske kombinacije
B =035+Ll%_ 2L for UN/mm?
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