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Ciljevi i sadrzaj

Uloga koeficijenata fleksibilnosti i krutosti u proratunu statitkih sustava

m Razumjeti Maxwell-Bettijevi teoremi o uzajamnosti radova i pomaka

m Razumjeti linearne odnose sila i pomaka konstrukcija izraZenih koeficijentima
fleksibilnosti i krutosti

m Razumjeti oblik koeficijenata fleksibilnosti i krutosti u matricnom obliku

m Prikazati njihovu ulogu u metodi sila i metodi pomaka
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Vrste proracuna konstrukcija
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Proracuni $tapnih konstrukcija

Sustavi diferencijalnih jednadZbi, tri stupa analize konstrukcija

Za staticki odredene sustave, metoda sila omoguduje pronalaZenje unutarnjih
sila (uvjeti ravnoteZe), bez obzira na materijalne informacije. Materijalne
karakteristike su potrebne samo za proraun progiba ili rotacija.

Za staticki neodredene sustave (reakcije ili unutarnje sile > uvjeti ravnoteze),
uvjeti ravnoteZe nisu dovoljni za potpunu analizu sustava. Informacije o
kompatibilnosti i materijalu su kljuéne.

Prora&un Stapnih konstrukcija temelji se na sustavu diferencijalnih jednadzbi
(linearnih ili nelinearnih) koje opisuju ponasanje konstrukcije pod djelovanjem
vanjskih utjecaja.

@ Statika: diferencijalne jednadZbe ravnoteZe opisuju vezu vanjskih
djelovanja unutarnjih sila (jednadZbe ravnoteze).

® Kinematika: diferencijalne jednadzbe kompatibilnosti opisuju vezu
pomaka i deformacija (kompatibilnost pomaka).

© Konstitutivni materijali: diferencijalne jednadZbe materijala opisuju
vezu naprezanja i deformacija.
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Glavne vrste metoda analize staticki neodredenih konstrukcija

Prvenstveno koristimo dvije vrste metoda analize:
Metoda sila (fleksibilnosti) Metoda pomaka (krutosti)

m Statitki neodredeni sustav pretvaramo m |zraZavamo lokalne (razina

u odredeni uklanjanjem nekih
nepoznatih sila ili reakcija oslonaca i
zamjenom s (pretpostavljenim)
poznatim/jedini¢nim silama.

m Prikaz koeficijenata fleksibilnosti i
krutosti u matricnom obliku.

m Superpozicijom izratunavamo silu
potrebnu za postizanje
kompatibilnosti s izvornom
konstrukcijom.

m Nepoznanice obi¢no su redundantne
(prekobrojne) sile.

m Koeficijenti nepoznanica su koeficijenti
fleksibilnosti (popustljivosti),

[F{P} ={A}.
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elementa) odnose sile i
pomaka u pogledu nepoznatih
pomaka elementa.

m Kinematska neodredenost —
nepoznati pomaci i rotacije.

m Koristeéi uvjete ravnoteze
sastavljenih elemenata,
pronalazimo nepoznate
pomake.

m Nepoznanice obi¢no su pomaci.

m Koeficijenti nepoznanica su
koeficijenti krutosti,

[K]{A} = {P}.
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Glavne vrste metoda analize staticki neodredenih konstrukcija

Usporedba ideja proratuna prema metodi sila i metodi pomaka

Tablica 1: Usporedba dvaju metoda analize konstrukcija

Metoda analize . Jednadzbe koristene Koeficijenti
. Nepoznanice N .
konstrukcija za proraéun nepoznanica
Metoda sila Sile i momenti Kompatibilnosti i Matrice
(fleksibilnosti) odnosi sila-pomak fleksibilnosti
Metoda pomaka Pomaci i RavnoteZe i odnosi Matrice
(krutosti) rotacije sila-pomak krutosti

Marin Grubigi¢ | marin.grubisic@gfos.hr Gradevna statika 2 (21093) | Tjedan #4 8/26



mailto:marin.grubisic@gfos.hr

Ciljevi i sadrzaj Vrste proratuna konstrukcija Matrice fleksibilnosti i krutosti Metode integriranja

Maxwell-Bettijevi teoremi o uzajamnosti radova i pomaka

lkNl 1 kKNm /'——-B/ Opa
A B N Agy ~~_!
ﬁ-—-—x—-—-—x—-—- 2 o —-—o—).—-_L-__ 0
I~ _ 31— A B
O Dap @ Agp @
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lkNl Ous A___ kN
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Slika 1: Maxwell-Bettijevi teoremi

Pomak ili rotacija u totki A u smjeru 1 uslijed jedini¢nog optereenja u B u
smjeru 2 jednak je pomaku ili rotaciji u B u smjeru 2 zbog jedini¢nog opterecenja
u A usmjeru 1.

FpApa = FalAap '~ Apa= %dx:AAB (2.1)
MpOpa = Mabap -~ Opa= mg’?‘* dz = 0ap (2.2)

> Fib =) Fb (2:3)
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Matrice fleksibilnosti i krutosti

Marin Grubigi¢ | marin.grubisic@gfos.hr Gradevna statika 2 (21093) | Tjedan #4 10/26


mailto:marin.grubisic@gfos.hr

Ciljevi i sadraj Vrste proratuna konstrukcija Matrice fleksibilnosti i krutosti Metode integriranja

Jednodimenzionalni sustav
Uloga koeficijenata fleksibilnosti i krutosti u proratunu statitkih sustava

Koeficijenti fleksibilnosti i krutosti su obiljezja konstrukcije i njezinoga
koordinatnog sustava. Na primjeru linearno elasti¢ne opruge jednostavno je
prikazati odnos sile, P i pomaka, A.

P=KA . A=FP (3.1)
K .
P Krutost (konstanta) opruge K definirana
--—-®—  |a0o sila ili moment P potreban da
A proizvede jedini¢ni pomak ili rotaciju.
H Fleksibilnost (popustljivost) opruge F'
Slika 2: Linearno elasti¢na opruga definirana kao pomak ili rotacija
uzrokovan jedini¢énom vrijednoscu sile ili
momenta.
F= ! L K= ! . KF=1 3.2
=% =5 = (3.2)

Ako je krutost opruge poznata, pomak ili rotacija se moZe odrediti za bilo koje
primijenjeno opterecenje P. lzrazi vrijede za linearno elasti¢nu oprugu i za bilo
koju jednodimenzionalni linearno elasti¢ni sustav.
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Jednodimenzionalni sustav

Uloga koeficijenata fleksibilnosti i krutosti u proratunu statitkih sustava

DOF1 A DOF 2
D DOF 3
L, EI J L, EI L EI J
kL L | L L L L |
Koordinate Koordinate Koordinate
A e
! T A=F o0
// "A=F S/ i
T s—— A ——— e — | . |, T —— .,___
‘ —
Fleksibilnost p=1 Fleksibilnost P=1 Fleksibilnost ‘ A—FJ
A e
—- 1 -~ ] P=K
A
Krutost P=K Krutost P=K Krutost L A _]J
L g_3E _ L _EL - L _EA
F=3m =T F=ar %=1 F=gx =7

Slika 3: Fleksibilnosti i krutosti za jednodimenzionalne sustave
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Jednodimenzionalni sustav

Uloga koeficijenata fleksibilnosti i krutosti u proratunu statitkih sustava

l DOF 1
| . )
Koordinate

Slika 4: Fleksibilnosti i krutosti za jednodimenzionalne sustave
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Visedimenzionalni sustav

Uloga koeficijenata fleksibilnosti i krutosti u proratunu statitkih sustava

Py
=g ——T'c
i i B
A, Py
Pomaci i rotacije

1P' Ap
A /A'zﬂ \f( L

A T i b @
ﬁ\\%lf/ T
12

2

Aj3 Superpozicija pomaka F3

F
1P1= 1 Fzz
A —~Fil

e v
~_Fhy 7w

Fp, P,=

Fi3

Superpozicija koeficijenata fleksibilnosti

Slika 5: Fleksibilnosti i krutosti za jednodimenzionalne sustave
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Visedimenzionalni sustav
Uloga koeficijenata fleksibilnosti i krutosti u proratunu statitkih sustava

Budué¢i da je odnos sile i pomaka linearan, moZe se koristiti princip
superpozicije. Tada se pomak tolke moZe pisati kao suma pomaka od
individualnih optereéenja za svaki smjer djelovanja posebno. Tada se sustav
jednadZbi moZe napisati kao:

Al =An+An+A13 . Air=FuPi+ FioP+ FisPs
Ay = Ao + Aoz + Aoz . Ag = I P+ Foo Py + Fo3Ps (3.3)
A3 = Az +Asz+Aszs . Ag=F31 P + F32 P> + F33Ps

Za sustav s n koordinata, odnosno stupnjeva slobode za proratun pomaka moZe
se napisati:

A= ZF” P; (3.4)
=1
Ili u matri€énom obliku:
Ay Fii Fia ... Fi, P

Az For Fa ... Foy P

, R , {A}=[F{P} (35)
A |Fn Fe ... Fal P
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Visedimenzionalni sustav
Uloga koeficijenata fleksibilnosti i krutosti u proratunu statitkih sustava

Sila (ili moment) u totki moZe pisati kao suma sila (ili momenata) od
individualnih pomaka za svaki smjer posebno. Tada se sustav jednadzbi moze

napisati kao:
Pir=Pu+Po+Pz .. Pr=KnulAi+ KA+ Kiz3A3
Py =Po1 + Poa+Paz . Po= KA1+ KoaAs + Ka3Aj (3.6)
Py = P31+ Pso+ P33 . P3=K31A1 + K322 + K33A3

Za sustav s n koordinata, odnosno stupnjeva slobode za proraun sila (ili
momenata) moZe se napisati:

Pi=Y KD, (3.7)
j=1
Ili u matri€énom obliku:
Py K1 Ki2 ... Kin Ay
P Ko Koo ... Koy Ao

=0 0 T T s P =IKHAY G8)

Pn Knl Kn2 Knn An
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Visedimenzionalni sustav
Uloga koeficijenata fleksibilnosti i krutosti u proratunu statitkih sustava

U izrazima {A} = [F]{P} i {P} = [K]{A} je {A} vektor pomaka dimenzije
n x 1, [F] i [K] je kvadratna matrica n-tog reda, koju zovemo matrica
fleksibilnosti ili popustljivosti, odnosno matrica krutosti i {P} je vektor sile
dimenzije n x 1.

Koeficijenti fleksibilnosti duZ glavne dijagonale [F)] su Fi1, Faa, ... (Fij, i =)
i oni su izravni koeficijenti fleksibilnosti odnosno krutosti. Ostali koeficijenti

fleksibilnosti (Fij, i # j) su unakrsni koeficijenti fleksibilnosti odnosno
krutosti.

Bududi vrijedi F' = % odnosno K = % $to oznacfava da je i matrica krutosti
[K] inverzna matrici fleksibilnosti [F] i obrnuto.

I [KI=[FI"" -~ [Fl=[K]"" . [FIK] =[] (3.9)

gdje je [I] matrica identiteta ili jedinitna matrica.
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Visedimenzionalni sustav
Uloga koeficijenata fleksibilnosti i krutosti u proratunu statitkih sustava

Matrice fleksibilnosti i krutosti imaju sljedeée karakteristike:

©® Matrice su kvadratne i simetritne [F] = [F]”, odnosno [K] = [K]” oko
glavne dijagonale, Fi2 = Fb1, odnosno K12 = Ka1, te su n-tog reda, gdje
je n broj koordinata (stupnjeva slobode). Dokaz ove karakteristike moZe se
dobiti iz Maxwell-Bettijevih teorema o uzajamnosti radova i pomaka.

® Matrice su singularne i potpuno popunjene za bilo koji element ili
generalni sustav. Medutim ako su definirani dovoljni rubni uvjeti tako da
je sustav stabilan (i matrice modificirane da odrazavaju te uvjete) tada
matrice vise nisu singularne (regularne su), [A][B] = [B][4] = [I].

© Koeficijenti na glavnoj dijagonali uvijek su pozitivni, dok ostali koeficijenti
mogu biti pozitivni i negativni. Koeficijenti na glavnoj dijagonali
predstavljaju silu na &voru potrebnu za ostvarivanje odgovaraju¢eg pomaka
na tom &voru.
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Matrica krutosti 4 x 4 elementa u lokalnim koordinatama
Uloga koeficijenata fleksibilnosti i krutosti u proratunu statitkih sustava

os elementa X os elementa X

Slika 6: Gredni element optere¢en momentima savijanja i popre¢nim silama s pripadajuéim
pomacima i rotacijama

- 3 37
2 1 e
L L
M; 1 9 3 3 0;
M; _ 2E1 L L 0; (3.10)
Vi L3 3 6 61)A '
V; L L 12 17| |4,
233 6 6
L L L L2 L2
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Matrica krutosti 4 x 4 elementa u lokalnim koordinatama

Uloga koeficijenata fleksibilnosti i krutosti u proratunu statitkih sustava

Slika 7: Gredni elementi s razli¢itim rubnim uvjetima za redukciju matrice krutosti 4 x 4

- 3 3_
2 1 .
L L
M; 1 9 3 3 0;
M; | 2EI L L|)b (3.11)
Vi L 33 6 61 )A '
v L L L2 12| |4
3 3 _6 6
L L 2 L2
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@A Metode integriranja
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Maxwell-Mohr integral i metode integriranja

Uloga koeficijenata fleksibilnosti i krutosti u proratunu statitkih sustava

Maxwell-Mohr integral za izratunavanje pomaka ili rotacija uzimajuéi u obzir sva
djelovanja:

m%_Z/Mm%+Z/ WH+Z/NWI (4.1)

Prilikom izra¢una integrala moguce je koristiti sljede¢e metode integracije:

® Rjesavanje odredenih integrala svih segmenata dijagrama,
® Trapezno pravilo omoguéuje izraunavanje u pogledu ekstremnih ordinata funkcija,

Aij I|I Gij = 2ab + 26d + ad + bC)

L

EI(

© Simpsonovo pravilo omoguduje izratunavanje u pogledu ekstremnih i srednjih
ordinata funkcija, I

Agjili 05 = 6E[(ab—|—4ef+ cd)

O Vereshchaginovo pravilo omogucuje izralunavanje u pogledu elementarnih
algebarskih procedura.

MM 1

EI EI

Ai]' ili 6‘7;]' =

(Qy1 + Q2y2)
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Maxwell-Mohr integral i metode integriranja

Uloga koeficijenata fleksibilnosti i krutosti u proratunu statitkih sustava

e e
m\IM,, “TH_TmCM,, ‘ ‘M,
Qlll 3 f f
I | i ¥
lQ2 L2 L2 L2 L2

i b
I ?
*Ql ¢Qz

[ﬁ\l Mp Mp
| 1 bp) [\7 M

Slika 8: UmnoZak dva dijagrama momenata savijanja za izraunavanje Maxwell-Mohr
integrala
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KAHOOT kviz

Uloga koeficijenata fleksibilnosti i krutosti u proratunu statitkih sustava

kahoot.it
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