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Uvod, ciljevi i sadrzaj Diferencijalne jednadzbe Teoremi dijagrama zakrivljenosti Fiktivni (konjugirani) nosa¢

Sadrzaj prezentacije

Uvod, ciljevi i sadrzaj

m Tri stupa analize konstrukcija

m Karakteristike veza i diferencijalnih odnosa
m Principi superpozicije

m Crtanje elasti¢ne progibne linije

Diferencijalne jednadzbe
m Numericki primjeri #1

Teoremi dijagrama zakrivljenosti
m Numericki primjeri #2

Fiktivni (konjugirani) nosac
m Numericki primjeri #3

Zakljucci
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Struktura prezentacije

Uvod, ciljevi i sadrzaj
m Tri stupa analize konstrukcija
m Karakteristike veza i diferencijalnih odnosa
m Principi superpozicije
m Crtanje elasti¢ne progibne linije
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Uvod, ciljevi i sadrzaj Diferencijalne jednadzbe Teoremi dijagrama zakrivljenosti Fiktivni (konjugirani) nosa¢ Zakljuéci

Ciljevi i sadrzaj

Odredivanje progiba i kutova zaokreta (rotacija) kao preduvjet za analizu stati¢ki neodredenih nosaca

m Prikazati metode za izraunavanje progiba i kutova zaokreta (rotacija)
elasti¢nih greda i okvira.

@ Nauditi metodu dvostruke integracije koja se temelji na osnovnoj
diferencijalnoj jednadzbi elasticne krivulje, koja povezuje zakrivljenost s
M/EI duZ uzduZne osi elementa.

® Nauditi metodu temeljenu na teorema dijagrama zakrivljenosti, odnosno
M/EI dijagrama izmedu dviju to¢aka duz osi elementa. To je geometrijska
metoda koja zahtijeva da se oblik progiba pravilno nacrta.

© Nauditi metodu fiktivne (konjugirane/analogne) grede za izraun kutova
zaokreta i progiba u bilo kojoj tocki elementa.

m Shvatiti prednosti i nedostatke pojedinih prezentiranih metoda za odredivanje
progiba i rotacija.

m Osnove simboli¢tke matematike u Pythonu kao pomocu pri rjeSavanju
diferencijalnih jednadZbi (Anaconda 3 2020.07).
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Sadrzaj prezentacije

Opis gradiva sadrzanog u prezentaciji

Uvodni dio obuhvaéa osnove linearne statike Stapnih konstrukcija, uz ponavljanje
opéenitih svojstava:

m rubnih uvjeta i veza,

m predznaka momenata savijanja,

m karakteristike momentnog dijagrama,

m karakteristike elasti¢ne progibne linije grednih nosaca i okvira,

m veza izmedu elasti¢ne progibne linije i momentnog dijagrama.
U nastavku ¢emo predstaviti tri razli¢ite metode koje se mogu koristiti za proracun
progiba i kutova zaokreta (rotacija) stati¢ki odredenih sustava:

m analiticka metoda:

@ integracija diferencijalne jednadzbe elasti¢ne linije nosaca,
m grafoanaliticke metode:

@ teoremi dijagrama zakrivljenosti, M/EI,
® metoda fiktivne (konjugirane/analogne) grede.

Dr. sc. Marin Grubisi¢ | marin.grubisic@gfos.hr Gradevna statika 2 (21093) | Tjedan #1 5/70


mailto:marin.grubisic@gfos.hr

Uvod, ciljevi i sadrzaj Diferencijalne jednadzbe Teoremi dijagrama zakrivljenosti Fiktivni (konjugirani) nosa¢ Zakljuéci

Proracun sStapnih konstrukcija

Sustavi diferencijalnih jednadzbi, tri stupa analize konstrukcija

Proracun Stapnih konstrukcija temelji se na sustavu diferencijalnih jednadzbi (linearnih ili
nelinearnih) koje opisuju ponasanje konstrukcije pod djelovanjem vanjskih utjecaja.

@ Statika: diferencijalne jednadzbe ravnotezZe opisuju vezu vanjskih djelovanja
unutarnjih sila (jednadZbe ravnoteze),

® Kinematika: diferencijalne jednadzbe kompatibilnosti opisuju vezu pomaka i
deformacija (kompatibilnost pomaka),

© Konstitutivni materijali: diferencijalne jednadzbe materijala opisuju vezu
naprezanja i deformacija.

Linearni proraun stapnih konstrukcija temelj i se na pretpostavci da su sve tri
diferencijalne jednadzbe linearne, odnosno:

m pomaci konstrukcije su mali te se uvjeti ravnoteze postavljaju na nedeformiranom
Stapu, deformacije konstrukcije su male velic¢ine ¢ < 1, § < 1 a njihovi produkti i
potencije su zanemarivo male velicine,

m veza deformacija i pomaka su opisane linearnim diferencijalnim jednadzbama prvog
reda,

m veza izmedu deformacija i naprezanja odnosno temperaturnih promjena je linearna
(vrijedi Hookeov zakon).
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Tri stupa analize konstrukcija

Od razine materijala do razine elementa u konstrukciji

Mjera opterecenja Mjera krutosti Mjera deformacije /
(sila) pomaka
Razina i~ —
1 ta IEEE SN — —
—— J’f“ v
|
Static¢ka ravnoteza Kinematika
| |
Razina M M D
popretnog (l ‘) i i — K
presjeka %4
{
Staticka ekvivalencija Kinematika
| |
R R e
materijala

Kostitutivni materijali

Slika 1: Analize od razine materijala do razine elementa u konstrukciji
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Tri stupa analize konstrukcija

Od razine materijala do razine elementa u konstrukciji

m Prve dvije pretpostavke rezultiraju linearnom vezom izmedu vanjskih i
unutarnjih sila te pomaka i deformacija pa govorimo geometrijskoj
linearnosti.

m Treca pretpostavka o linearnoj vezi naprezanja i deformacija oznacava se kao
materijalna (fizikalna) linearnost.

m Proradun konstrukcija uz pretpostavke geometrijske i materijalne (fizikalne)
linearnosti oznacava se kao teorija 1. reda.

m Pri proracunu konstrukcija po teoriji 1. reda vrijedi zakon superpozicije
rjeSenja koja proizlaze iz diferencijalnih jednadzbi Stapa su jedinstvena.
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Karakteristike tipicnih veza

Karakteristicne veze s obzirom na njihove pomake i rotacije

Fiktivni (konjugirani) nosa¢ Zakljuéci

kllzm/ omiéni oslonac 0 0 . .
pom nepomlcm oslonac upeti/ukljesteni oslonac
elastomerni oslonac

pozitivni moment
konkavni prema gore
w\»@/? M

negativni moment
kruta veza ¢vora zglobna veza ¢vora konkavni prema dolje

Slika 2: Karakteristike tipi¢nih krutih i popustljivih veza te predznaci momenata savijanja
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Diferencijalni odnosi opterecenja, poprecnih sila i momenata savijanja
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Principi superpozicije

Zakljuéci

C R
P, Ac My, T \\\\\\\:I:A(‘I
l _l Ry (b) Ri=R R
C' A B . _ L A= Ra1 + Raz
T =——=" ¢ T_f ;5 Ma = Mar + Ma2
My Pl
R, P, e _Af? Ac =Ac1 + Acz
I CF=
(a) My 1
Rip © P,

Slika 3: Principi superpozicije na grednim nosacima

Ako se konstrukcija ponasa linearno elasti¢no, sila ili pomak u odredenoj
tocki nastali skupom opterecenja koja djeluju istodobno mogu se izraCunati
dodavanjem (superponiranjem) sila ili pomaka u odredenoj tocki proizvedenim
od svakog opterecenja pojedinacno. Odziv linearne konstrukcije jednak je ako
se sva optereéenja primjenjuju istodobno ili ako se kombiniraju ucinci pojedinih
opterecenja (algebarska suma).
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Principi superpozicije
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Slika 4: Princip superpozicije nije primjenjiv

Superpozicija nije primjenjiva za zajedni¢ko djelovanje uzduzne (aksijalne)
sile i horizontalnog opterecenja na stupove, koje izravno stvaraju dodatni PA

moment.
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Crtanje elasti¢ne progibne linije greda i okvira

Ogranicavanje deformacija i progiba kao uvjeta uporabljivosti

Buduéi da za skiciranje progibnih linija greda i okvira koristimo razli¢ita
horizontalna i vertikalna mjerila, moramo biti svjesni iskrivljenja (distorzije)
koja se moraju primijeniti na skici kako bi se osiguralo da je deformirani oblik
progibnih linija tocan prikaz opterecene konstrukcije.

Tocna skica progibnih linija mora udovoljavati sljede¢im pravilima:

@ Zakrivljenost ¢ = M/EI mora biti u skladu s momentnim dijagramom M.

® Oblik elasti¢ne progibne linije mora zadovoljiti ogranicenja definirana rubnim
uvjetima (A =0 ili § = 0).

© lzvorni kut (obi¢no 90°) na krutom spoju mora se sauvati.

O Duljina deformiranog elementa jednaka je izvornoj duljini neoptere¢enog
elementa.

@ Horizontalna projekcija grede ili vertikalna projekcija stupa jednaka je
izvornoj duljini elementa.

@ Aksijalne (uzduZne) deformacije iznimno su male u usporedbi s
deformacijama savijanja, zbog ¢ega su zanemarene (EA &~ o).
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Uvod, ciljevi i sadrzaj Diferencijalne jednadzbe

Teoremi dijagrama zakrivljenosti

Crtanje elasti¢ne progibne linije greda i okvira

Izgled deformacija nosivih sustava i njihove karakteristike

(a)
A A=Hl‘;
_&\\\ lﬁ ///_,A__
b

Slika 5: Progibna linija u (a) realnom i (b)
naglasenom mjerilu radi jasnoce
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Slika 6: (a) Deformirani oblik prikazan
isprekidanom linijom u realnom mjerilu; (b)
momentni dijagram za konzolu; (c)
horizontalna progibna linija u naglasenom
mjerilu radi jasnoce
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Crtanje elasti¢ne progibne linije greda i okvira

Izgled deformacija nosivih sustava i njihove karakteristike
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Slika 7: Progibna linija nepomiénog okvira s momentnim dijagramom i naglasenim
to¢kama infleksije (T.l.)
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Crtanje elasti¢ne progibne linije greda i okvira

Izgled deformacija nosivih sustava i njihove karakteristike
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(a) (b) (©
Slika 8: (a) Progibna linija prikazana u realnom mjerilu isprekidanom linijom; (b)
momentni dijagram; (c) progibna linija u naglasenom mjerilu; (d) rotacija krutog &vora B
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Crtanje elasti¢ne progibne linije greda i okvira

Izgled deformacija nosivih sustava i njihove karakteristike

()

Slika 9: (a) Momentni dijagram okvira ABC; (b) deformirani okvir u kona¢nom
polozaju; (c) netoéna progibna linija: kut od 90°u krutom &voru B nije saduvan
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Crtanje elasti¢ne progibne linije greda i okvira

Izgled deformacija nosivih sustava i njihove karakteristike

Fiktivni (konjugirani) nosa¢
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Slika 10: (a) deformacije nastale optereenjem prikazane crtkanom linijom; (b)
deformirani polozaj okvira s obzirom na ogranicenja definirana rubnim uvjetima

Dr. sc. Marin Grubisi¢ | marin.grubisic@gfos.hr

Gradevna statika 2 (21093) | Tjedan #1 18/70


mailto:marin.grubisic@gfos.hr

Uvod, ciljevi i sadrzaj Diferencijalne jednadzbe Teoremi dijagrama zakrivljenosti

Crtanje elasti¢ne progibne linije greda i okvira
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Slika 11: Primjer elasti¢ne progibne linije nepomiénog okvira sadrzavajuéi zglob u ¢voru
C
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Crtanje elasti¢ne progibne linije greda i okvira

Izgled deformacija nosivih sustava i njihove karakteristike

P,

P,
B c D T
Ap——— =
T slobodno oslonjeni konzolni nosa¢ P
P nosac 2
M ? M
= momentni dijagram -

X
\,/ / momentni dijagram
-M

tocka infleksije
h/&—%\(toéka infleksije /—H\
i w— ~ 7y & -
progibna linija M progibna linija

Slika 12: Dijagrami i elasti¢ne progibne linije nosaca
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Crtanje elasti¢ne progibne linije greda i okvira

Izgled deformacija nosivih sustava i njihove karakteristike

armaturni vlaéne
Celik pukotine

slobodno oslonjena greda

vla¢ne
pukotine

armaturni
upeta greda s prepustom Selik

Slika 13: lzgled progibnih linija AB nosaéa
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Crtanje elasti¢ne progibne linije greda i okvira

Izgled deformacija nosivih sustava i njihove karakteristike

Slika 14: Elasti¢ne progibne linije slozenih grednih nosaca
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Uvod, ciljevi i sadrzaj Diferencijalne jednadzbe Teoremi dijagrama zakrivljenosti

Fiktivni (konjugirani) nosa¢ Zakljugci
Crtanje elasti¢ne progibne linije greda i okvira
Izgled deformacija nosivih sustava i njihove karakteristike
q
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Slika 15: Elasti¢ne progibne linije sloZenih okvirnih nosaéa
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Struktura prezentacije

Diferencijalne jednadzbe
m Numericki primjeri #1
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Uvod, ciljevi i sadrzaj Diferencijalne jednadzbe Teoremi dijagrama zakrivljenosti Fiktivni (konjugirani) nosat Zakljucci

Euler-Bernoulli teorija savijanja greda

Progibi i deformacije vitalne su mjere za procjenu ponasanja konstrukcija.
Nadini na koje se konstrukcije pomicu ili deformiraju utjeCu na njihovu
uporabljivost i prikladnost za razli¢ite primjene.

Dvije su glavne teorije savijanja greda:

m Euler-Bernoulli teorija (1750.) ucinkoviti je ali pojednostavljeni model
savijanja greda uslijed djelovanja uzduZzne sile i momenta savijanja. Najces¢a
je metoda koju koristimo za analizu ponasanja elemenata uslijed savijanja te
je osnovni model za daljnje analize.

m Timoshenko-Ehrenfest teorija (1920.) sloZenija je ali to¢nija teorija
savijanja greda.

Dvije glavne pretpostavke Euler-Bernoulli teorije:

@ ravni poprecni presjeci ostaju ravni nakon deformacija uslijed savijanja,

@® deformirani kutovi zaokreta (rotacije) grede su mali (< 5°).
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Euler-Bernoulli teorija savijanja greda

Neutralna os

Svi presjeci grede
ravii su i okomiti
na neutralnu os

Slika 16: Pretpostavka Euler-Bernoulli teorije da ravni presjeci ostaju ravni

Tablica 1: Iznosi sin 6 i cosf malih kutova

Kut (°) Kut (rad.)  sin# cos

0 0 0 1

1 0.0175 0.0175  0.9998
2 0.0349 0.0349 0.9994
5 0.0873 0.0872  0.9962
10 0.1745 0.1736  0.9848
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Uvod, ciljevi i sadrzaj Diferencijalne jednadzbe Teoremi dijagrama zakrivljenosti Fiktivni (konjugirani) nosat Zakljucci

Geometrija elasticne progibne linije

Osnovni izvodi i izrazi za opisivanje geometrije elasti¢ne progibne linije

Kut zaokreta elasti¢ne progibne linije na to¢ku A

,,,,,,,,,,,,,,,, - .
y (@ W % = tan (2.1)
Za vrlo male kutove zaokreta (tan 6 = 6) mozemo
pisati
dy
— =0 2.2
e (22)
|z geometrije trokutastog segmenta mozemo pisati
R-df =ds (2.3)
Dijeljenjem gornje jednadzbe s obje strane s ds
dobivamo o 1
=—== 2.4
Y=L TR (24)
gdje ‘;—z predstavlja promjenu kuta zaokreta po
tangenta na totku 4 jedinici duljine duz elasti¢ne progibne linije, zove se
Slika 17: Geometrija progibne zakrivljenost i oznacava se simbolom ¢.

linije
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Uvod, ciljevi i sadrzaj Diferencijalne jednadzbe Teoremi dijagrama zakrivljenosti Fiktivni (konjugirani) nosat

Geometrija elasticne progibne linije

Osnovni izvodi i izrazi za opisivanje geometrije elasti¢ne progibne linije

Zakljuéci

Buduéi su kutovi zaokreta mali u realnim nosac¢ima,
ds ~ dx tada vrijedi

de 1 1
@ =—=+ .. R=— 2.5
I =YL L e
Derivirajuci obje strane pocetne jednadzbe s obzirom
na x, zakrivljenost g—z mozemo izraziti za
pravokutni koordinatni sustav kao

Diferencijalna jednadzba elasti¢ne linije nosaca

1 @y @y M
TR dr 14 (dy/dz)??  da®  EI
(2.6)

Integriranjem diferencijalne jednadzbe elasti¢ne linije,
uz poznavanje rubnih uvjeta, moze se odrediti
progib i kut zaokreta u bilo kojoj tocki grede.

tangenta na tocku 4
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Diferencijalna jednadzba elasticne progibne linije

Karakteristike elasti¢ne progibne linije, stanja naprezanja i deformacija

dl
R Ik deformacija naprezanje
F\ E
g Nw N (]
e
C zakrivljenost
popre¢nog c
(© L—dx—»‘ () presjeka

Slika 18: Karakteristike elasti¢ne progibne Ilnue i stanja naprezanja
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Uvod, ciljevi i sadrzaj Diferencijalne jednadzbe Teoremi dijagrama zakrivljenosti Fiktivni (konjugirani) nosat Zakljucci

Diferencijalna jednadzba elasticne progibne linije

Karakteristike elasti¢ne progibne linije, stanja naprezanja i deformacija

Uzimajuéi u obzir trokut DF'E na slici, promjenu duljine gornjeg vlakna dl
mozemo izraziti kroz df i udaljenost ¢ od neutralne osi do gornjeg vlakna kao

dl=df-c (2.7)
Prema definiciji, deformacija € na gornjem licu moze se izraziti kao

dl do €
€=, T dgp CTPe oe= (2.8)

Potom se zakrivljenost moze iskazati jos kao

d?y ¢ M
W2 " EI (2.9)

Ako je ponasanje linearno elasti¢no, naprezanje savijanja, o, moze se povezati s
deformacijom ¢ na gornjem vlaknu po Hookeovom zakonu kao (gdje je E modul
elasti¢nosti materijala)

c=E-¢ . e= (2.10)
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Diferencijalna jednadzba elasticne progibne linije

Karakteristike elasti¢ne progibne linije, stanja naprezanja i deformacija

Kako bi eliminirali € iz prethodne jednadzbe dobivamo

d®y o
- = 211
de2 " E € (211)
Za elasti¢no ponasanje odnos izmedu naprezanja od savijanja na vrhu vlakna i
momenta koji djeluje na popre¢ni presjek dan je kao

o=—Fc (2.12)
Zamjenom vrijednosti o dane prethodnom jednadzbom dobiva se osnovna
diferencijalna jednadzZba elasticne progibne linije

dzy_M

@2 = EI (219)
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Uvod, ciljevi i sadrzaj Diferencijalne jednadzbe Teoremi dijagrama zakrivljenosti Fiktivni (konjugirani) nosat Zakljucci

Sazetak diferencijalnih jednadzbi elasti¢ne progibne linije

Kljuéni odnosi u Bernoulli-Eulerovoj jednadzbi elasti¢ne progibne linije koje je vazno znati i razumjeti

@ Zakrivljenost je jednaka nagibu profila deformacije — Zakrivljenost (simbol
©) mjera je koliko moment savijanja deformira nosa¢ na odredenom mjestu,
odnosno presjeku (intenzitet krivulje). Jedna od posljedica pretpostavke da
"ravninski presjeci ostaju ravni” jest da je profil deformacije linearan. Nagib
tog linearnog profila deformacije s obzirom na visinu poprecnog presjeka
nosaca jednak je zakrivljenosti nosaca u toj tocki.

® Radijus zakrivljenosti obrnuto je proporcionalan zakrivljenosti — ako je
elasti¢na progibna linija u toc¢ki deformiranog nosaca uskladena s kruznicom
koja ima isti iznos zakrivljenosti, tada je polumjer (radijus) te kruZnice
polumjer zakrivljenosti nosaca (simbol R).

© Zakrivljenosti je priblizno jednaka drugoj derivaciji progiba y s obzirom na
polozaj x.

O Zakrivljenost je izravno povezana s momentom savijanja.
1 d%y d6 M

= ~ ~
® ~ ~

R ~ dz?2 dx EI
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Uvod, ciljevi i sadrzaj Diferencijalne jednadzbe Teoremi dijagrama zakrivljenosti Fiktivni (konjugirani) nosat

Sazetak diferencijalnih jednadzbi elasti¢ne progibne linije

Kljuéni odnosi u Bernoulli-Eulerovoj jednadzbi elasti¢ne progibne linije koje je vazno znati i razumjeti

Pojednostavljeni prikaz veza izmedu zakrivljenosti ¢, rotacije 0 (kuta zaokreta)
i progiba y.

0(z) = / olz)dz — / %dx (2.14)
y(@) :/0@) dx://%daf (2.15)

Pojednostavljeni prikaz veza izmedu optereéenja g, poprecne sile V' i momenta

savijanja M.

V(z) = /q(x) dz (2.16)
M(z)= [ V(z)dx = // q(z) da? (2.17)
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Uvod, ciljevi i sadrzaj Diferencijalne jednadzbe

Numericki primjer #1

Teoremi dijagrama zakrivljenosti

Fiktivni (konjugirani) nosa¢ Zakljuéci

Direktno rjesavanje diferencijalne jednadzbe elasti¢ne progibne linije nosaca
Za zadani nosa¢ analiti¢kom metodom (integriranjem jednadzbe elasti¢ne progibne
linije) odrediti maksimalni progib, ¥ma= i kut zaokreta uz oslonac A, 64. Krutost

ET je konstantna.

v

+dx

o
|
h—t B
_‘LL d: ; +dy g’—
+dx
L L f
5 @ %
R = gx
q ‘ 2 41 M= 92» —(qr)
| ! D) 2
A
x |
&L ®)

Slika 19: Slobodno oslonjena greda

Dr. sc. Marin Grubisi¢ | marin.grubisic@gfos.hr

Uspostavite pravokutni koordinatni
sustav s ishodistem na osloncu A.
Bududéi da se kut zaokreta povecava s
povedanjem z (kut zaokreta je negativan
u tocki A, jednak nuli na sredini raspona
i pozitivan na osloncu B), zakrivljenost
je pozitivna.

2
qLxz qx
M="———-"—
2 2
Iz odnosa 327'3 = % zamjenimo M,

d?y gLz qx?
Bl g2 = 3 2
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Uvod, ciljevi i sadrzaj Diferencijalne jednadzbe Teoremi dijagrama zakrivljenosti Fiktivni (konjugirani) nosat Zakljucci

Numericki primjer #1
Direktno rjesavanje diferencijalne jednadzbe elasti¢ne progibne linije nosaca

Dvostrukim integriranjem jednadzbe
dobivamo

l—1
| —1
le— =
| —1
|—1

! ! dy qLz®> ¢
dy +dy ElI—= = - =—+4C
x4 6 ¢

T L3 4
% E[.y:ql;j 7%+C’1m+02

. Za odredivanje konstanti integracije C; i C2
27 1 b X gy X koristimo grani¢ne uvjete na osloncima A i
l 1 ) 2 2 B. Kod A, x =0iy =0. Zamjenom tih
A vrijednosti u jednadzbi, dobijemo da je
Cy=0. Na B, z=Liy=0. Zamjenom

qL » ovih vrijednosti u jednadzbi i rjeSavanjem za

C'1 dobivamo

o =-L
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Uvod, ciljevi i sadrzaj Diferencijalne jednadzbe Teoremi dijagrama zakrivljenosti Fiktivni (konjugirani) nosat Zakljucci
Numericki primjer #1
Direktno rjesavanje diferencijalne jednadzbe elasti¢ne progibne linije nosaca
y
q Zamjenjujuéi C7 i Cy u prethodnim
o V17T T 1T 1 jednadzbama i dijeljenjem istih s ET
—_— dobivamo
A;LIiL +dx —dy Ty Q’_B fvam
1 +dx T _ diy _ qLx? _ qa3 _ qlL?
v L L T dx 4EI  6EI 24EI
g{ (@) % Y= qLx? _ qz* _ qLiz
R=qx 12E1  24E1 24FEI
), X
q 2 M= (g X Izraéun progiba na polovini raspona, = = £
l l 2 2
A 5qL*
mazx — — m
| Y seapT M 4
qL
5 (b)

Izracun kuta zaokreta (rotacije) nosaca uz
oslonac Azaz =0
Rezultati su prikazani u

; d L?
parametarskom obliku! g, =Y - _ 14

=qx -~ a24pr P~
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Primjer algoritma u Pythonu za Numericki primjer #1
Direktno rjesavanje diferencijalne jednadzbe elasti¢ne progibne linije nosaca

Algoritam 2.1 (Python za Numericki primjer #1)

from sympy import x # UcCitavanje Sympy modula
init_printing(use_latex=True) # Uredan prikaz rezultata

x, P, L, E, I, q = symbols('x P L E I q') # Definiranje simbola
f = Function('f')(x) # Definiranje ”f” kao funkcije

7 M = (g¥L*x)/2 - (gxx*%2)/2 # Jednadzba momenta savijanja

o DifJednl
10 DifJedn2

Eq(f.diff(x), M/(ExI)) # Definiraj dif. jed. 1. reda
Eq(f.diff(x, x), M/(ExI)) # Definiraj dif. jed. 2. reda

.2 display(Difdedn1) # Prikazuje L f(z)= 2 (%;p - IT)

« display(Difdedn2) # Prikazuje 3 f(x) = 77 (%te — 4°)

dz? 2

: . : g o Y 4(vl'2 {,l’:i
16 theta = display(dsolve(DifJednl, f)) # Prikazuje f(z)=Ci+ 5%+ — &
17
18y = display(dsolve(DifJdedn2, f)) # Prikazuje f(xz) = Cy + Cox + 1{?,‘.; — 2‘{1“,‘:,
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evp - . .
Numericki primjer #2

Zakljuci
Direktno rjesavanje diferencijalne jednadzbe elasti¢ne progibne linije nosaca

Za zadani nosa¢ analiti¢kom metodom (integriranjem jednadzbe elasti¢ne progibne
linije) odrediti progib i kut zaokreta u to¢ki B, Ap i 0. Krutost ET je konstantna.
y

P P . .
X L—x Bududi je kut zaokreta negativan i
0 LB postaje izraZeniji u pozitivnom smjeru z,
A e 4’——‘—‘TX zakrivljenost je negativna.
S +dx
~ o Ap M =—-P(L—x)
~N
\\ 2

d“y M

0 Iz odnosa

L L J B

dzz — EI

&1 Zamjenimo M,

@y _ M _ P
dz2 ~ EI = EI

Slika 20: Konzolni nosaé
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Uvod, ciljevi i sadrzaj Diferencijalne jednadzbe Teoremi dijagrama zakrivljenosti Fiktivni (konjugirani) nosat Zakljucci

Numericki primjer #2
Direktno rjesavanje diferencijalne jednadzbe elasti¢ne progibne linije nosaca

v

P
X L—x
0 B
e e X
~
S +dx
~N [y Ap
~ %
~
~
‘ L | Os
(a) p
|<—L— X L
‘ z B
M
(b)
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Dvostrukim integriranjem jednadzbe
dobivamo izraze za kut zaokreta i progib

_dy _ PLzx Pz’
T dz  EI ' 2EI
PLz® Pz’

v="%gr tepr TOwtTC:

Za odredivanje konstanti integracije C i
C u jednadZbama koristimo se
graniénim uvjetima koje definira upeti
oslonac A:
@zax=0, y=0tadajeCo=0
®zax=0,0=0tadajeCi =0

0
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Uvod, ciljevi i sadrzaj Diferencijalne jednadzbe

Numericki primjer #2

Teoremi dijagrama zakrivljenosti

Fiktivni (konjugirani) nosa¢ Zakljuéci

Direktno rjesavanje diferencijalne jednadzbe elasti¢ne progibne linije nosaca

P
X L—x
0
A ——f\—f—ff—f—f—f[; X
~
S +dx
~N [y Ap
~ %
~
~N
‘ L | Os
(a) p
|<—L—x
‘ z B
M
)
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Konacne jednadzbe su

dy  PLx Pz2*

“dw EI T 2EI
_ _PLa*  Pa’
2FEI ' 6EI

Da bismo uspostavili vrijednosti 0p i
Ap, u jednadzbi zamjenjujemo = = L
za izraunavanje

Rezultati prikazani u parametarskom
obliku.

PL?

0p = — SET [rad] ~
PL3

Ap SET m] |
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Uvod, ciljevi i sadrzaj Diferencijalne jednadzbe Teoremi dijagrama zakrivljenosti Fiktivni (konjugirani) nosat

Primjer algoritma u Pythonu za Numericki primjer #2
Direktno rjesavanje diferencijalne jednadzbe elasti¢ne progibne linije nosaca

Algoritam 2.2 (Python za Numericki primjer #2)

Zakljuéci

+ from sympy import *x # Ucitavanje Sympy modula
> init_printing(use_latex=True) # Uredan prikaz rezultata

4+ X, P, L, E, I, q = symbols('x P L E I q') # Definiranje simbola
s £ = Function('f')(x) # Definiranje ”f” kao funkcije

7 M = -Px(L-x) # JednadZba momenta savijanja

o DifJednl
10 DifJedn2

Eq(f.diff(x), M/(ExI)) # Definiraj dif. jed. 1. reda
Eq(f.diff(x, x), M/(ExI)) # Definiraj dif. jed. 2. reda

> display(DifJednl) # Prikazuje - f(z)= — 22

ElI

. display(Difdedn2) # Prikazuje L5 f(x) = -2 o)

16 theta = display(dsolve(DifJednl, f)) # Prikazuje f(x) = C; — L2z o+ le(j

EI

18y = display(dsolve(Difldedn2, f)) # Prikazuje f(z)= Ci + Cox — LPz? | %

2ET
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Struktura prezentacije

Teoremi dijagrama zakrivljenosti
m Numericki primjeri #2
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Teoremi dijagrama zakrivljenosti

Metoda koja zahtjeva preciznu skicu elasti¢ne progibne linije nosaca koristi dva
teorema.

@ Prvi teorem izralunava promjenu rotacije, AO@ap (kuta zaokreta)
izmedu dvije tocke na elasti¢noj progibnoj liniji.

® Drugi teorem izracunava vertikalnu udaljenost, tg4 (tangencijalnu
devijaciju) izmedu tocke na elasti¢noj progibnoj liniji i tangente progibne
linije druge tocke.

Metoda primjenjiva samo za slucaj s kontinuiranim progibnim linijama izmedu
dvije tocke (prekidi, zglobovi).

Potrebno je znati jednu tocku za koju je poznata rotacija tangente na progibnu
liniju, 6 (kut zaokreta odnosno nagib progibne linije).

Strategija, odnosno postavljanje jednadzbi za teoreme dijagrama zakrivljenosti
mogu se grubo svrstati u tri kategorije:

m Konzolni nosadi
m Konstrukcije s vertikalnom osi simetrije koje su opterecene simetri¢no

m Konstrukcije koje sadrze element Ciji se krajevi ne pomic¢u u smjeru normalnom
na izvorni polozaj uzduzne osi tog elementa
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Teoremi dijagrama zakrivljenosti

q . tangenta
l l l l l &’i(lrais‘:lllcl;l; do na tocku B \
ﬁ-j ————————— EI = konst. \\/ B Y 4’] 2

\___,F

‘ momentni dijagram ‘

—

A Mg
(@)
+M tangenta

K‘L +M na tocku 4 l
\ (a) (b)

tangenta A K |
B rivulja Y —
zakrivljenosti dx

na tocku A

Ia MA ﬂ

EI M EI

&» tangema El M
na tocku 4 2 krivuli
| | Z1 krivulja

—M (c)
Slika 21: Promjena kuta zaokreta i tangencijalna devijacija izmedu to¢aka A i B
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Uvod, ciljevi i sadrzaj Diferencijalne jednadzbe Teoremi dijagrama zakrivljenosti Fiktivni (konjugirani) nosat Zakljucci

Teoremi dijagrama zakrivljenosti

Da bismo utvrdili ukupnu promjenu kuta
ABO4p, moramo zbrojiti df inkremente

y deformi e .
ne eg(r)gin;rana m?ogg?:a;a za sve segmente duljine ds izmedu
\ \ tocaka A i B integracijom.
> — - —— - —\ —— B B M
N /‘ﬂL AbOap :/ df = —dz (3.1)
/ \A A A EI
elasti¢na
rogibna
plil%ija N Teore.m #1: . _
tangentana C Promjena kuta zaokreta, 0, bilo koje
tocku 4 dvije tocke na glatkoj kontinuiranoj
Slika 22: Promjena kuta zaokreta, Af4p, i elasti¢noj progibnoj liniji jednaka
tarjgencija_lna devijacija, tpa, izmedu je povrsini ispod M/EI krivulje
totaka A1 B izmedu tih tocaka.
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Teoremi dijagrama zakrivljenosti

nedeformirana  tangenta na
greda tocku B

elasti¢na
progibna
linija

tangenta na C
tocku 4

Slika 23: Promjena kuta zaokreta, Af4p, i
tangencijalna devijacija, tp 4, izmedu
toéaka Ai B
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Teoremi dijagrama zakrivljenosti

Fiktivni (konjugirani) nosa¢ Zakljuéci

Da bismo utvrdili tangencijalno
odstupanje tg4, moramo zbrojiti dt
integriranjem doprinosa svih beskonac¢no
malih segmenata izmedu tocaka A i B.

dt=df -z (3.2)
B B
M
tA:/ dt:/ — -xdx (3.3
B . Bl (3.3)
Teorem #2:

Tangencijalno odstupanje, tga u tocki
B na glatkoj kontinuiranoj elasti¢noj
progibnoj liniji od tangente povucene
na elasticnu liniju u drugoj tocki A
jednako je momentu oko B povrsine
ispod dijagrama M /ET izmedu dviju
tocaka.
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Teoremi dijagrama zakrivljenosti

referentna
referentna referentna p tangenta P
=0 tangenta P tangenta | fc=0 P l [6,=0 l
|/ - / B Al ‘37\“1‘/\7 ll: Al i ]
T R T~ X ~———&¢
~ g B¢ V¢ p
(a)
o T
B— YA ‘AB (h) (C)
A A r._ 4.‘
9. =B A B l B
tan 0y = — P
A= -5
t Qﬁ Tpa _.-&._ - W //-“=H-
0, =24 4 0, ~_1r
L A g
Oc =04+ A0y referentna C’
cC' =0, (x) tangenta referentna
4 tangenta
ve=CC' —tey .
(d) (e)

Slika 24: Primjeri nosaca s naznaenim tangencijalnim devijacijama i rotacijama évorova
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Uvod, ciljevi i sadrzaj Diferencijalne jednadzbe

Numericki primjer #3

Teoremi dijagrama zakrivljenosti

Fiktivni (konjugirani) nosa¢ Zakljuéci

Za zadani nosa¢ grafoanalititkom metodom (teoremi dijagrama zakrivljenosti)
odrediti progib i kut zaokreta u toc¢ki B, Ap i Op. Krutost EI je konstantna.

P
- |
A A=0 5
————— —
T~ Ap=tpy
M=PL \\ﬁ_t
P 0y
| L |
(@)
M ..
PL Edljagram
EI
A

B
s_2
i
)
Slika 25: Konzolni nosaé
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Nacrtajte momentni dijagram i podijeli
njegove iznose s krutosti popre¢nog
presjeka na savijanje, EI, kako bi dobili
dijagram zakrivljenosti, M/EI.
Izra¢unaj 6 dodajudi kut zaokreta u
toc¢ki A i promjenu kuta zaokreta Aap
izmedu to¢aka A i B. Za upeti oslonac
kut zaokreta (rotacija) je 4 = 0.

0 =04+ AOap = AOaB

Prema prvom teoremu o povrsini
dijagrama zakrivljenosti, Afap jednak
je povrsini ispod dijagrama M/EI
izmedu tocaka A i B.

Gradevna statika 2 (21093) | Tjedan #1 48 /70


mailto:marin.grubisic@gfos.hr

Uvod, ciljevi i sadrzaj Diferencijalne jednadzbe Teoremi dijagrama zakrivljenosti Fiktivni (konjugirani) nosat Zakljucci

Numericki primjer #3

|
Oh=0
4 8= 1 PL PL?
_‘_7 777777777777 7B Ag = - L _—— = ———
C === N as = 3(D) ( EI) 2E1
T \\\\\ B= 1A
M=rt P - ) Uvrstimo li drugu jednadzbu u prvu
! . |7 dobivamo
M(”) Rezultat prikazan u parametarskom obliku.
PL ﬁdijagram
CE - PL?
N B 0}3 = 7@ [rad] mny

®) Buduéi da se tangenta na B spusta udesno,
njezin nagib je negativan. U ovom je
sluéaju negativna ordinata dijagrama M/ET
dala toéan predznak kuta zaokreta (rotacije).
U vedini problema smjer nagiba vidljiv je iz
skice elasti¢ne progibne linije. lzracun
progiba Ap kraja konzole koriste¢i drugi
teorem o povrsini dijagrama zakrivljenosti.
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Uvod, ciljevi i sadrzaj

Diferencijalne jednadzbe

Numericki primjer #3

_PL
El

A

P
Oh=0 L

=0 B
T \\\\\\ Ap=tpy
P 0]

L
(a)
M .

¥ dijagram
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Teoremi dijagrama zakrivljenosti

Fiktivni (konjugirani) nosa¢ Zakljuéci

Oznaka Ap = tpa je ukupno tangencijalno
odstupanje, odnosno moment povrsine
M/EI dijagrama oko to¢ke B.

1 PL\ 2
5L(‘Eﬁ)§L

Rezultat prikazan u parametarskom obliku.

Ap =

pr?

Ap =357

[m] |
Predznak minus oznadava da se tangenta
nalazi iznad elasti¢ne progibne linije,
odnosno da je progib ostvaren prema dolje.
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Numericki primjer #4

Za zadani nosa¢ grafoanalititkom metodom (teoremi dijagrama zakrivljenosti)
odrediti progib u tocki C, A¢ ako je modul elasti¢nosti £ = 30 GPa. Momenti
inercije su Tap = 21 i Ipc = I, gdje je I = 45000 cm?.

Da bi se dobila M/ET dijagram,
ordinate momentnog dijagrama dijele se
s odgovaraju¢im momentima tromosti.
Buduéi da je Iap dvostruko veéi od
Igc, ordinate M/EI dijagrama izmedu

@ A i B biti ¢e upola manje od onih
100 KNm izmedu B i C. Bududi da je progib
’ ‘—X to¢ke C, oznaden kao Ac¢, jednak tca,
M Ly \.
izratunavamo moment povrsine M/ET
®) dijagrama oko tocke C.
50 100
El El 100 9 100 _ 500

D i . - AC:tcx‘lzﬁ( )(3)+ﬁ(2)(1)*ﬁ
%dijagram 500

-10?

-1 mﬁ Ao = (3-107)(45000 - 10-5)

(c) Ac =370cm 1T

Slika 26: Konzolni nosaé
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Numericki primjer #5

P=80kN
Za zadani nosa¢ grafoanalitickom metodom
odredite kut zaokreta u tockama B i C te
progib u to¢ki C. Krutost EI je konstantna.

l g =10 kN/m'

Dijagrami M/EI crtani su posebno za
distribuirano, ¢ i koncentrirano opterecenje,
P bududi vrijedi princip superpozicije.
Izraunajte kut zaokreta na C' gdje je ABac
definiran zbrojem povrsina M/EI oba
dijagrama, pri ¢emu je poznato 84 = 0.

O0c =04+ Abac
1 160 1 80
=0+50) (‘ﬁ) T30 (‘ﬁ)

266.66
tangenta na 4 — _
|6,=0 | ¢ Oc EI

j’

Ac=1g,

\7§\\ c=lca
o

rad
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avp s e .
Numericki primjer #5 L . y L
P=80kN Izracunajte rotaciju Op ¢vora B analiziranjem

l 4= 10 KN/m! podruéja zakrivljenosti izmedu B i C.

0p = 0c + Abpc
266.66 1 20
=~ mr 3% <ﬁ)

253.33
ET

rad ~

05 = —

Izracunajte progib Ac tocke C' koji je jednak
tangencijalnom devijacijom tca tocke C' od
tangente na progibnu liniju u toc¢ki A.

Ao =10) (_%) (333) + 5 (1) (—%) 3)
Ac =tca = —% {
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Numericki primjer #6

P =60 kN

Slika 27: Slobodno oslonjena greda

Dr. sc. Marin Grubisi¢ | marin.grubisic@gfos.hr

Teoremi dijagrama zakrivljenosti

Fiktivni (konjugirani) nosa¢ Zakljuéci

Za zadani cCeli¢ni nosa¢ grafoanalitickom
metodom odredite kut zaokreta u
tockama A i C. Krutost ET je
konstantna.

Izraunajte kut zaokreta 64 na osloncu
A crtanjem tangente na elasti¢nu
progibnu krivulju u toj tocki.

tca
tanfa = ——
noa L

Buduéi za male kutove mozemo pisati
tanfa = 04 vrijedi

N

0 (&) (7) =

formule!

tca =
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Numericki primjer #6

P =60 kN

4m ! 2m4
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Teoremi dijagrama zakrivljenosti

Fiktivni (konjugirani) nosa¢ Zakljuéci

_640/BI _ 106.67

04 = 6 EI

ad ~

Dodaje se znak minus jer je kut
zaokreta u tocki A negativan.
IzraCunamo 6¢

O0c =04+ AbBac

gdje je AfBac jednako povrsini ispod
M/EI dijagrama izmedu A i C.

106.67 1 80
bo =——gr +3) (ﬁ)
——

04

133.33

o rad

Oc =
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evp . . .
Numericki primjer #7

Izracunajte horizontalni pomak ¢vora B okvira prikazanog na slici. Krutost E1
je konstanta svih elemenata. Pretpostavimo da elastomerni oslonac djeluje kao

klizni oslonac.
I‘*X:SB m*"

100
100 El A
EI B C HB ’t B *‘
- T B | c_
/—ﬁ N e ——=R T
elastomerni o Icp
2m oslonac T _y
! )
rs3m P=50kN 25 kN Btangenta B’ Oy
4m na tocku B
i=43m M I
50 kN l A /veﬁ;l;a;na JlJdeformirani
L J 0y polozaj

(a) l* am— AKX b )
25kN B Jlb 40,

Slika 28: Okvirni nosac
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evp . . .
Numericki primjer #7

Uspostavimo kut zaokreta nosaca na ¢voru B.

_top | 1100 2\ 533.33
Os ==~ tCB_2(EI>(4)(34>_ er "
_ 533.33/EI _ 133.33
0p = 1 = "EI rad

Bududi da je évor B krut, vrh stupa AB takoder se zaokrece za kut 0p. Bududi
da je horizontalni pomak Apg na ¢voru B jednak horizontalnoj udaljenosti AD u
podnozju stupa, mozemo zapisati

Ap = AD =tap +405
= 2O+ (%) (2) (%2) +(4) (13;'133>

1266.66
Ap = I m

gdje je tap jednak momentu M/FET dijagrama izmedu tofaka A i B na tocku A.
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Struktura prezentacije

@ Fiktivni (konjugirani) nosac
m Numericki primjeri #3

Dr. sc. Marin Grubisi¢ | marin.grubisic@gfos.hr Gradevna statika 2 (21093) | Tjedan #1 58/70


mailto:marin.grubisic@gfos.hr

Uvod, ciljevi i sadrzaj Diferencijalne jednadzbe

Teoremi dijagrama zakrivljenosti

Fiktivni (konjugirani) nosa&

Fiktivni (konjugirani/analogni) nosac

P Za izraCun progiba ili kuta zaokreta na bilo kojoj

_____ B

T~ (1)
~

2]

PL
EI

(b)

PL
EI

PL?
) RB:ET
Slika 29: Princip fiktivnog
(konjugiranog/analognog) nosaca
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vrsti grede metodom fiktivnog (konjugiranog)
nosaca postupamo na sljedeéi nacin:

Utvrdite momentni dijagram M za stvarni
nosac.

Kreirajte M/FEI dijagram zakrivljenosti
dijeljenjem svih ordinata momentnog
dijagrama s krutosti FI. Varijacija E ili I
moze se uzeti u obzir u ovom koraku.
Definirajte fiktivni (konjugirani/analogni)
nosa¢ zamjenom stvarnih oslonaca ili
zglobova odgovarajuéim fiktivnim nosadima
prikazanim u nastavku.

Primijenite M/EI dijagram na fiktivnom
(konjugiranom) nosacu kao opterecenje i
izracunajte dijagrame poprecnih sila, V' =
0 i momenata savijanja, M = y u onim
tockama u kojima je potreban iznos rotacije
0 ili progiba y.
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Uvod, ciljevi i sadrzaj Diferencijalne jednadsbe Teoremi dijagrama zakrivljenosti Fiktivni (konjugirani) nosaé Zakljuéci
Ideja fiktivnih (konjugiranih/analognih) nosaca i diferencijalnih
jednadzbi

Kljuéni odnosi u Bernoulli-Eulerovoj jednadzbi elasticne progibne linije koje je vazno znati i razumjeti

Pojednostavljeni prikaz veza izmedu zakrivljenosti ¢, rotacije 6 (kuta zaokreta)
i progiba y.

I(z

y(@) = /9(95) dz = //%dﬁ (4.2)

6(x) :/cp(m) dx:/%dx (4.1)

Pojednostavljeni prikaz veza izmedu optereéenja g, poprecne sile V' i momenta
savijanja M.

V(z) = /q(m) dx (4.3)
M) = [ V(e)ds = / / o(z) da? (4.4)
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Ideja fiktivnih (konjugiranih/analognih) nosaca i diferencijalnih
jednadzbi

Kljuéni odnosi u Bernoulli-Eulerovoj jednadzbi elasticne progibne linije koje je vazno znati i razumjeti

Stvarni Fiktivni (konjugirani)
nosac nosac

Zakrivljenost ¢ <) Opterecenje g

Integriranje Deriviranje

j' d

Kut zackreta/ ) <@mmmd»  DPoprecnessile V' dx
ROtaCija Integriranje Deriviranje

Progib A Q> Momenti savijanja M

Slika 30: Veze izmedu stvarnog i fiktivnog nosaca
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Definiranje fiktivnog (konjugiranog/analognog) nosaca

Stvarni oslonac Fiktivni oslonac
Stvarni nosa¢ Fiktivni nosa¢
v
@ [ 1 [ 1
=
(a)
Pomicni ili nepomicni
M=0 |
V20 (b) I ™ )] [ |
C * © R R ]
(b) ' . M _V ==
Slobodni kraj Upeti oslonac
A#0 M#0
0#£0 V#0
() m _FHE_
| .,
| \
© y © ! I
Upeti oslonac Slobodni kraj e M:i
I om
A=0 M=0
0=0 V=0
Pt [ o R 0| R s ]
0, =
TR T I -
@ Unutari oslonac Zglob
A=0 M=0 @ | ) } i ]
O,= 0 #0 Vi=Vi#0 r 1 e
o4 >0 Vig | | |
T F =4, W ! i |
(o) Zglob Unutarnji oslonac
A#0 M#0
0, i Ogmogu imati ¥, i Vgmogu imati
razli¢ite vrijednosti razlicite vrijednosti
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e .
Numericki primjer #38

Za gredu na slici koristite metodu fiktivne (konjugirane/analogne) grede da biste
odredili maksimalnu vrijednost progiba, Aj,qz, izmedu oslonaca A i C te na
slobodnom kraju konzole, Ap. Krutost E1I je konstanta.

45kN
A B C D
(@)] |
= X
T*4m—>\~—2m~1*2m—>1 ’<—3.18m—-1
15 kN 30 kN | : 10
@) 80 | ‘
B |
i 100
60 kNm Moment @ El 200

\ o i
f 6m «—2 m—| [kNm] | El
60 200 /‘
() EI EI
//./;/ly/l\;\ D 2 m—]

174

TEI
x— IE% = RI)M (©
80
EI

Slika 31: Greda s prepustom
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Uvod, ciljevi i sadrzaj Diferencijalne jednadzbe Teoremi dijagrama zakrivljenosti Fiktivni (konjugirani) nosa& Zakljuéci

Numericki primjer #38

N+ Z MngIob =0
120(10/3) N 60(4/3) 0
EI EI
1 480 _ 80

Fa=%re ~mr !

T4+ > Fy=0

120 = 60 80

—6RA +

w1 T Er w0
100
Rp = EI )

Nacrtajte dijagram poprecnih sila i momenata savijanja. Moment u tocki D
(jednak je povrsini ispod dijagrama popre¢nih sila izmedu C' i D) je
~ 200

100

Mp
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Uvod, ciljevi i sadr¥aj Diferencijalne jednadzbe Teoremi dijagrama zakrivljenosti Fiktivni (konjugirani) nosa& Zakljugci
Numericki primjer #38
Pronadite tocku gdje je poprecna sila jednaka nuli da biste utvrdili mjesto
maksimalnog progiba odredivanjem povrSine ispod dijagrama optereenja
potrebnog za uravnotezenje R4.
1 80

2™ T EI

Iz slicnosti trokuta mozemo napisati

Y xr 15 80
= == == . =4/ 2= =32
% 1 iy EIm R 75 3.27Tm

IzraCunajte maksimalnu vrijednost momenta na sada poznatoj lokaciji x = 3.27 m.
Bududi da je krivulja dijagrama popre¢nih sila paraboli¢na desno od oslonca A,
njena povrsina je = %bh.

2 80 174.4
Amaz = Whpom = §(327) (E) = ﬁ m \L

_ 200
~ EI

m
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Numericki primjer #9

Odredite maksimalni progib, A4, Gerberovog nosaca na slici koriste¢i metodu
fiktivne (konjugirane/analogne) grede. Krutost ET je konstanta.

P 2P
M, =6P
A B c D

Cl 3
(a) 4‘”

L—2m ! 2m ! 2m ! 2m 10P
EI
or _oP
EI 10 EI
6P 1‘774.1 4P
EI 3op T __5P
S E El
- C ©
jm— ] T J___ ___I__l__l_l_r__
L ~I 2 m—] 2P 28P
» EI
Re= 15P o _ 9P (d)
EI E= 1 El

Slika 32: Gerberov nosad
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Ordinate momentnog dijagrama nastale koncentriranim optereenjima koja
djeluju na stvarni Gerberov nosal podijeljene su s krutosti E'1 i primijenjene kao
raspodijeljeno optereenje na fiktivnu (konjugiranu) gredu. Zbog jednostavnijeg
proraluna dijelimo raspodijeljeno opterecenje na trokutasta podrudja i
izratunavamo rezultante (posebne strelice) svakog podrudja. lzralun reakcije Rg.

A+ ZMCZO

4P 2P (4 2P 4 6P (10 9P

T4+ > Fy=0

6P 2P 4P 9P 15P
ﬁ+2ﬁ—ﬁ+ﬁ—RE70..RC EI wL

Da bismo utvrdili varijaciju kuta zaokreta i progiba duz osi grede, konstruiramo
dijagrame popreénih sila i momenata savijanja za fiktivnu (konjugiranu) gredu.
Maksimalni progib koji se javlja u to¢ki C' (mjesto stvarnog zgloba) jednak je
Apaz = 28P/EI. Ova se vrijednost utvrduje izratunom momenta koji stvaraju
sile koje djeluju na fiktivnoj gredi lijevo od presjeka kroz tocku C.
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Struktura prezentacije

H Zakljucci
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Zakljucci poglavlja

Pregled najvaznijih aspekata i zaklju¢aka ovog poglavlja

m Da bismo uspostavili jednadzbe progiba i kuta zaokreta elasti¢ne progibne
linije, zapodinjemo integriranjem diferencijalne jednadzbe elasti¢ne
progibne linije, % = % ali ova metoda postaje nezgrapna kada se
opterecenja znacdajnije razlikuju.

m Dalje razmatramo teoreme dijagrama zakrivljenosti, koja koristi M/ET
dijagram za izracunavanje progiba i kuta zaokreta u odabranim to¢kama duz
osi nosa¢a. Ova metoda zahtijeva to¢nu skicu deformiranog oblika grede,
odnosno elasti¢nu progibnu liniju nosaca.

m Metoda fiktivne (konjugirane/analogne) grede, primjenjuje se na
nosacdima s razli¢itim rubnim uvjetima. Ova metoda zahtijeva da se stvarni
nosaci zamijene fiktivnim nosacima kako bi se nametnuli grani¢ni uvjeti koji
osiguravaju da vrijednosti poprecnih sila i momenata savijanja u fiktivnog
gredi, optereCene dijagramom M /EI, odgovaraju progibu i kutu zaokreta u
svakoj tocki stvarnog nosaca.
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