KONSTRUKCIJSKI
SUSTAVI SASTAVLJENI
OD KRUTIH STAPOVA

Stabilnost konstrukcija
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Konstrukcijski sustavi sastavljeni od krutih stapova

» Konstrukcija se sastoji od
— krutih elemenata (Stapova beskonacne krutosti)
— lokaliziranih opruga (toCaka koncentrirane elasticne deformacije)
— lezajnih zglobova.

» Diskretni konstrukcijski sustavi s jednim, dva ili viSe stupnjeva
slobode.

» Stupan] slobode odnosi se na generalizirane koordinate koje
predstavljaju broj neovisnih koordinata (pomaka ili rotacija) koje je
potrebno odrediti kako bi se u cijelosti definirao novi poloza;
(konfiguracija) sustava.

» Neovisna se koordinata moze mijenjati bez
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promjene ostalih koordinata. - I

L sinB




Konstrukcijski sustavi sastavljeni od krutih Stapova
METODE PRORACUNA

» Metode proraCuna se temelje na statiCkom pristupu:
— Konstrukcija je u stanju ravnoteze / mirovanja prije i nakon izvijanja.

» Uvjet primjene:

— Vanjske sile su konzervativne (imaju potencijal).
» Clilj primjene:

— Predvidjeti oblik gubitka stabilnosti i tome pripadajuce opterecenje.
» Dva su pristupa:

— Ravnotezni pristup
— Energetski pristup.
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Konstrukcijski sustavi sastavljeni od krutih Stapova
PRINCIP STATICKE RAVNOTEZE
» Analiziramo oblik ravnoteze idealiziranog sustava.

» Odredujemo opterecenje / veliCinu sile pri kojem sustav zauzima
blizak ali dovoljno razliCit oblik ravnoteze.

» Pretpostavljamo male pomake s infinitezimalno malim kutovima
zaokreta.
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Konstrukcijski sustavi sastavljeni od krutih stapova
ENERGETSKI PRISTUP

» Temelji se na principu minimuma potencijalne energije:

¥ » Lagrange — Dirichletov teorem stabilnosti:

— Konzervativni sustav je u polozaju stabilne ravnoteze ako i samo ako je veliCina
ukupne potencijalne energije minimalna u odnosu na susjedna bliska stanja, tj.

matematicki reCeno — pozitivho definitna.

» Konzervativni sustav je u stanju ravnoteze ako je akumulirana
energija jednaka radu vanjskih sila

— Zapravo se radi o odredivanju grani¢nog / kriticnog opterecenja pri kojem ce
odziv sustava prestati biti u polozaju stabilne ravnoteze.

' P
—
I IL sinB




Konstrukcijski sustavi sastavljeni od krutih stapova
ENERGETSKI PRISTUP

» Virtualni pomak: prihvatljivi oblik pomaka koji zadovoljava
geometrijske | rubne uvjete sila.

» Virtualni rad vanjskih sila: 6W,_, = -PA.

— A —virtualni pomak tocke djelovanja vanjske sile (komponenta pomaka u smjeru
djelovanja sile),

— 6U — energija deformiranja uslijed unutarnjeg rada.

» Princip virtualnog rada:  §u = 6w,
U — 6W,,, = 0

» Prirast vanjskog rada na virtualnim pomacima mozemo prikazati i
promjenom potencijalne energije:

SV = —6W,,
S(U+V)=6lI=0 - U+V =II= const.
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Konstrukcijski sustavi sastavljeni od krutih stapova
ENERGETSKI PRISTUP

» ['1=U + V: ukupni potencijal ili potencijal sustava.

» Kada je konstrukcijski sustav u stanju statiCke ravnoteze, ukupna
potencijalna energija sustava poprima stacionarnu vrijednost sto
znaci da je njena prva varijacija jednaka nuli, tj. 811 = 0.

5%I1 >0 - stabilna ravnoteZa ?(’13*’)
E>5 X Skable ‘ unstable.
52I1=0 - indiferentnaravnoteza - {
8 I'=0. ,P
5°II < 0 — nestabilna ravnoteza 2
(ukupna potencijalna energija idealiziranog @ T 5°
sustava prestaje biti pozitivno definitna). A
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Primjer #1.
P

» P <Py prestankom djelovanja
sile, Stap se vraca u
PE] (1- cos pocetni polozaj

(reakcijski moment opruga veci
je od momenta prevrtanja kojeg
proizvodi vanjska sila);

}

L cos . . .
» P>P,: naruSavanje stanja

ravnoteze
— slom ili prevrtanje.

[ sin® » O — dovoljno mali kut zaokreta.
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Primjer #1. Princip statiCke ravnoteze
P

» Moment vanjskih = moment otpornosti
13, sila sustava:
w“‘\‘\\\
\\\\\J/ ! /=L(1-cos PerLO = (kjab)a + k;-0
777777777777 i - k laz + kr
cr —
K :

Trigonometrijske transformacije:
~ 1 — cos x= 2sin?<
L cos 2

2

. a’ oz ..
x— 0: sina ~x — 1-—cosa= 2: = ili
d o
l P | Geometrijski red:
k.0 L 2
k r — _ — — — oc_z ~
r 4 ‘ A= L — Lcos x= L L(l - ) >
i P
<
L S/n ' IL sinb
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Primjer #1. Energetski pristup — 1.put
P

A,

|
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» Princip virtualnih pomaka:

Ako sustavu u stanju ravnoteze pod djelovanjem
vanjskih sila zadamo virtualni pomak (pomak

A=L(7- cos ) kompatibilan s rubnim uvjetima), ukupan rad sila mora

r 4

]

L cos &

L sin

biti jednak nuli.
= Rekonstrukcija svih sila sustava

= Zadavanje malog virtualnog pomaka po svakom
stupnju slobode

» |zjednaCavanje rada s nulom {;.

za virtualni pomak 6 — dW,, = dU.
92
Sl/Vex = PA= PT

1 1
oU = Eklazﬁz + Ekrez

1 1 1
Epcrng — Eklazez +Ekr92
P = (kia® + k) /L
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Primjer #1. Energetski pristup — 2. put
P

» Zakon oCuvanja/odrzanja energije:

Rad vanjskih sila jednak je unutarnjoj energije

+ A=L(1- cos sustava.
i
92
- 2n2 1 2
L cos Winzikla 6 +§k’”0

1 1 1
EPCTLHZ — Eklazez + Ekrgz
Por = (kia® + ky) /L

L sin




Primjer #1. Energetski pristup — 3. put
P

» Princip stacionarne potencijalne energije u

'Fr stanju statiCke ravnoteze:
w“‘\\\\\
J/ w A=L(1- cos Potencijalna energija vanjskih sila
777777777777 A 2
v = —pa= —p="
K 2
Potencijalna energija unutarnjih sila —energija
L cos deformacije opruga (Stapovi su kruti i nemaju

elastiénu energiju deformacije)
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Ukupna potencijalna energija sustava: [I=V+U
Lo? 1

L sin© L
- - [T = —PT+§kla292+§krGZ
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Primjer #1. Energetski pristup — 3. put
P

» Princip stacionarne potencijalne energije u
stanju statiCke ravnoteze:

=L(1- ) L6 1 1
AA L1 cost) I = —PT+—k1a292+—k 6~
oIl
oIl 6959 = (—PLO + k;a’0 + k,.0)50 = 0
L cos @) Netrivijalno rjesenje:
—PLO + (klaz + kr)e =0
klaz ol kT‘
P =Py, =
‘ L

L sin
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Primjer #2.
P

L:a1+a2
szly
y
M; = kr1912 — krl_
a
y y
My = k20, = kiy (015 +053) = kyp | — +—
a; a;
A= A A _a192 (1282 _a1y2 azyz_
T T ety s T R T g T

271 1
“rlaa)
2 \a; a,




.

Primjer #2.  Princip staticke ravnoteze
P

—Fa2+M1
ZM3=—R1L—FCL2+M1=O—>R1=
a1+a2
ZM2,=—Py—R1a1+M1+M2
kr1y
— kiya, k k
—Py— a, Cl1+ T1y+ T'Zy_l_krzl:()
a1+a2 a4 aq a,

Pa,a,(a, + ay) =
= kjafa; — kyia10; — kray(ag + ay) + kpaz(ag + ay) + kepaq(aq + ay)
Pajay(a; + ay) = kjaias + ka5 + k(g + a;)?

a (a; + a,)?
P(ai + ay) = kjaqa; + kiq — ko ! 2
a, a;a;

_ ka® + kg + 4k,
B 2a

Za npr. a;=a,=a: P..
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Primjer #2.  Energetski (min. potencijalne energije)
P

271 1
v=-py< + )
2 aq a,

1 y> 1. (y* 2y* y?
A U==k k.1 — k
2T rlaf+2 r2<a5+a1a2+a2
N=U+V =
1 1 y2 y2 yZ 1 y2
=—ky?+-k kpy s + k Iy
2 1y +2 rla%+2 rza%'l' r2a1a2+2 rza%
y? y?
2(11 2a2
o= gy =
orn y y y y y Y _
E—kly‘l'krla%+kr2a%+2k7~2a1a2+kr2a% Pa1 PaZ—O

a (ay + ay)?
P.(a; +az) = kjaja; + kyy —+ kyp
aq aia;




Staticki:
ZMA — PS— k6L =0

PC‘I‘:le
Energetski:
La?
V =—PA= —P—
2
1
U=—kl62
2
N=V+U-= PLa2+1k52— PLO(2+1kL2 2
- STy Ut T Ty vy
oIl )
— =—Pla+kLa =0
Ja

PCT - le




773 Primjer #4.

A © D)
P P

L/2 L L

Rjesenje: For =gkl




Modeliranje elasticno deformabilnih elemenata
pomocu zamjenjujucih opruga
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Primjer #5.

P P

Okvir na slici sastoji se od dva kruta
Stapa 12 i 23 te jednog elasticno
deformabilnog stapa 34 krutosti na
savijanje El. Svi su Stapovi
medusobno spojeni zglobovima.
Potrebno je odrediti kriticnu silu

sustava.
Staticki: 3E]
ZM1=Py_klya1 - Py = lal—?al
3
Energetski: 1 y? y? 1
v 7 @9 2712 2a," TRy
2
y
M=-ky?—P—,
2T o,
o1l y 3E]
5H—55y= kly—Pa—1 6y=0 - P.,.=ka a_gal




Primjer #6.

a8
¥ 3 :_-— 1_3,',“_' kypla8)

2 - ﬂ—m::?-l . 2] A | 3 .

: - 3 kruta Stapa: 12, 23, 34
i N e o - 1 uzduzno popustljivi Stap 35

- kraj 4 Stapa 34 kruto je spojen
sa savitljivim stapom 46

ﬁ 1&, 1 4 k8

1 2 1 2 1 2n2
[[=V+U=-P—-a,0 +§kr9 +Ekla19

2
I
STl = %69 = (—Pa,0 +k,0 + k;, a?0)56 = 0
EA 4E] 1
- Pcr—kla1+_—_a1+__




SUStaV krUtIh étapova S - Dvije generalizirane koordinate

. - Dva oblika izvijanja s
dva Stu p n J a- S I O bOd e pripadajucim kriticnim silama
P Princip statiCke ravnoteze
’ | kiy,2a + k,y,a
¥ ZMg =0 =Ry3a—kiyi2a —k,y,a - Ry = 24! 3g 2:
P
k1¥a ZM1=O=ROa—Py1 - Roz%

Ty 83 =iz +03)

. 2M2=0=R02a_k1y1a_Py2
B =8y -t T -
Py,
SaT — kiyi2a — k,y,a=0

P
Za%_klyla_Pyz =0

e 220 =(0)

det[ ] =0 = (3P - Zakl)(—P) - (—akz)(ZP - akl) — _3P2 + 2ak1P + Zakzp - a2k1k2
3P2 — 2a(k1 + kz)P + k1k2a2 =0




Sustav krutih Stapova s
dva stupnja slobode

- Pretpostavimo npr. da su
k,=k i k, =2k

3P%2 — 2a(k, + k,)P + kik,a? =0
3P? — 6akP + 2k?a? =0

PL=04227ka)  By=l5773ka)
Yy ¥ 6ak +V36a2k? — 24a%k?
¥ P, 1,2 — 6
= 0.366 6ak — 3,464ak
2 1366 32 Per1 = 6 = 0,423ka
(B 6ak + 3,464ak
B A 1000 Py = - = 1,577ka
o
B =18y ~82) . e
ProraCun oblika izvijanja:
o 0 (2P —ak)y, — Py, =0
1 y2_2P—ak_2 ak
P o y, P " P
l. oblik izvijanja (P 2 2 ak 0,364 1,000 0,364
. oblik izvi ; — =2—-————=—0,364, =1, - ¥y, = —0,

v2 _,

II. oblik izvijanja (P,.,): y. © 1577ak

= 1,366,

zay, = 1,000 - y, = 1,366




Sustav krutih Stapova s

" Energetski pristu
dva stupnja slobode getski pristup
A=A, + A, + A —902 +902 +902
p , — 1 2 , 3_% 01 2 12 2 23
_ays a(y; —y1) ayz 1 2 2 2
s A_Eaz +E 72 +E¥—E[)’1+()’2—Y1) +y5]
: P 2 2 2
V=-PA=——|yi{ + (v, —y1)° +y5]
ki¥s %a
Ty By =012 +620) U= §(k1y12 + kyy5)

P 1
m=v U=—— - — 2 2 —(k 2 k 2
8, {8y ~6) + 2 lyi + 2 —y)* + vyl + 2( 1Vi + kay3)

Stacionarna potencijalna energija

oIl P
oll = 6_3,15)’1 = {_Z 2y, — 2(y, —y)] + k1)’1} 0y, =0

P oIl P
O8Il = ——0y, = {—;[Z(yz —y1) +2y2] + kaya 6y, = 0

Y2
(2P — aky )y, — Py, =0
_PY1 A (ZP - akz)yZ =0
4P2 — Zakzp — 2ak1P A a2k1k2 - P2 =0
3P2 — 2a(k1 + kz)P + k1k2a2 =0




SUStaV krUtI h éta pova S - Dvije generalizirane koordinate
dva Stu p nj a- S I O b O d e _ E;I{Sa(zfgljl'bgi/l‘lzv\/ﬁ;t?éiirsn Silama

p Princip statiCke ravnoteze
. 3 Yi Y1~y
ZM1 =0=—Py; +k10; > Py; = k1(6p1 +013) = kl(a_i_l_ 1a2 2)
ki ki k1 _
[ 2 k (P B aq az) yl + (az) yz - 0 (1)
y yi— Y2
zMz =0=—Py, + k;0, — Py, = k;(023 — 013) =k2(a_z— - )
0=812-02) ko ky ki
— 1§ K i (a—z)}’1+(P—a—3—a—2)3’2—0 (2)
' _ k1 ks k1
o P-2-2) &) Py (0
(2)  (p-la_t)|UaS 7o
- a, a az
ki k k, k ki k
! : det] ]=0=(P—a—1—a—1>< —a—i—af)—a—la—i=0
1 2
pZ_E _Ep_ﬁ EE EE_E EE EE_Eﬁz
a, as aq a a, a; as a, a, a, a, ds a, a,

=P2— E'I-E‘I'E'I'E P+£E+EE+EE=O
a,a; aqiaz daxdas




SUStaV krUtlh étapova S - Pretpostavimo npr. da su

a,=4a, a,=5a, a;=6a i

dva stupnja slobode =k ik = 24

2 2
P,=02T6(kia) P, =0008(kia) P2_<k k 2k 2k> 2k 2k

+—+—+—|P+ +
: 5a 5a 6a 20a%  24a?
2k? i 71kP N 15k? 5
= - —_—— =
30a? 60a 60a?
B k k2 k2
11,1832+ [1,400— —4-0,250>;
a a
Per12 = 6
1. 1 k k
1 Po,q1= > (1,183 — 0,633) o= 0,2755
P.., = 1(1 183+0633)k = O908k
cr,2 — 2 ) ) a - Y, a
- - Uvrstavanjem rjesenja u npr.
Jjednadzbu (1), dobijemo
F sljedece relativne odnose, tj. :
Y2
. oblik izvijanja (P,,): o 0,875 zay, =1,000 — y, = 0,875
o Y2
1. oblik izvijanja (P,,,): = —2,290 zay; =1,000 - y, = —2,290

V1




Sustav krutih Stapova s
dva stupnja slobode

p = 0.276 {k/a) P, = 0,908 (k/a )

Odredite kritiCne sile pomoc¢u energetskog pristupa
te usporedite rjesenja.




KONSTRUKCIJSKI » Dodatni zadatci za vjezbu:
SUSTAVI

SASTAVLJENI OD | ) | |
KRUTIH éTAPOVA M.L.Gambhir: Stability Analysis and Design of

Structures

Domaci rad

- Problem 3.1
- Problem 3.2
- Problem 3.3
- Problem 3.4
- Problem 3.5
- Problem 3.6
- Problem 3.7
- Problem 3.8
- Problem 3.9
- Problem 3.10




