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Prošli put: površinske vode

St. Venantove jednadžbe (1D)

2 jednadžbe za h(x,t) ili z(x,t) i Q(x,t)

�� = kota dna
A=A(h) = površina presjeka
P=P(h) = omočeni obod
R=A/P = hidraulički radijus

Iz geometrije poprečnog presjeka� = �� + ℎ

Rubni i početni uvjeti

• Uzvodni rubni: uobičajeno zadani Q(0,t)

• Nizvodni rubni:
a. Zadani h(L,t) - nivogram

b. Zadani Q(L,t) - hidrogram

c. Zadani Q(h) – konsumpcijska krivulja

d. Normalna dubina: 

• Početni: zadani h(x,0) i Q(x,0)

SO

nagib dna

1

2



Modeliranje u hidrotehnici 4. predavanje, 07.12.2018.

2

1D Stacionarno tečenje

��
��

�	
+ 
�

��

�	
+ �� = 0

�

�	
� +

��

2

= −��

ukupna 
energetska 

visina

gubitak mehaničke  
energije uslijed trenja

Metoda standardnog koraka
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Manningova jednadžba

1

gubitak energije

koeficijent lokalnog gubitka
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Transformacija vodnog vala
(Flow Routing)

Transformacija vodnog vala

• Definicija: postupak određivanja hidrograma
protoka na nekom profilu vodotoka za zadani
hidrogram na uzvodnom profilu

• Zašto transformacija?

– Protoci se mijenjaju uzduž

vodotoka prilikom

propagacije vodnog vala

• To služi: 

– Određivanju retencijskih

efekata

– Analizi atenuacije

(smanjenja vršnih protoka) 
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Metode modeliranja transformacije

• Spojeno/homogeno (Lumped) - hidrološko
modeliranje (0D)
– Određuje se izlazni protok Q(t) u funkciji vremena, bez 

prosni/homogenitorne varijabilnosti
– Rješavanje jednadžbe odtržanja mase uz jednadžbu

koja povezuje volumen i izlazni protok

• Distribuirano (Distributed) - hidrauličko
modeliranje (1D)
– Određuje se protok Q(x,t) u funkciji prostora i

vremena
– Rješavanje jednadžbi očuvanja mase i količine gibanja

(St. Venantove jednadžbe)

10

Hidrološko modeliranje transformacije (Hydrologic Routing)

Uzvodni hidrogram Nizvodni hidrogram

)()( tQtI
dt

dS
−=

Ulaz, izlaz i volumen su povezani jednadžbom kontinuiteta:

Protok

Ulaz

)(tI Protok

Izlaz

)(tQ
Transformacija

Q i S su nepoznati

Ako se volumen S može povezati sa I(t) ili Q(t) ili oboma

),,,,,( LL
dt

dQ
Q

dt

dI
IfS =

Za linearni rezervoar, S=kQ
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Hidrološko modeliranje transformacije

• Tri tipa

1. Metoda bazena (Level pool method)
(Modified Puls)

– Volumen je nelinearna funkcija Q

2. Muskingum metoda

– Volumen je nelinearna funkcija I i Q

3. Kaskada rezervoara

– Volumen je linearna funkcija Q i derivacija od Q

12

Odnosi S i Q
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Metoda bazena

• Procedura za izračun izlaznog hidrograma Q(t) 
iz akumulacije/retencije sa horizontalnim
vodnim licem, za zadani ulazni hidrogram I(t) i 
zadani odnos volumena i izlaznog protoka

14

Metoda bazena
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Q/H odnosi

http://www.wsi.nrcs.usda.gov/products/W2Q/H&H/Tools_Models/Sites.html

Program for Routing Flow through an NRCS Reservoir

16

Procedura

• Zadano

– Ulazni hidrogram

– Odnos Q i H

• Koraci

1. Odrediti odnos Q i Q+ 2S/∆t koristeći odnos Q/H 

2. Izračunati Q+ 2S/∆t koristeći

3. Odrediti Q koristeći odnos iz koraka 1
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Hidrološko modeliranje transformacije u 
rijekama (Muskingum metoda)

I
Q

QQ

QI −

Vodni val u porastu
I > Q

II

IQ −

I Q

Vodni val u recesiji
Q > I

KQS =Prizma

)(Klin QIKXS −=

K = vrijeme putachovanja vršnog protoka
X = težinski faktor(0 ≤ X ≤ 0.5)
X = 0 � Akumulacija, S je funkcija Q, nema klina
X = 0.0 - 0.3 � Prirodni vodotok

)( QIKXKQS −+=

])1([ QXXIKS −+=
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Muskingum metoda
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S obzirom da je

kombinacija:

Ako su I(t), K i X poznati, Q(t) se može izračunati iz ovih jednadžbi –
korak po korak
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Hidrauličko modeliraje transformacije

• St. Venantove jednadžbe:

– Zakon očuvanja mase (continuity equation)

– Zakon očuvanja količine gibanja (momentum equation)
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Pretpostavke za St. Venantove jednadžbe

• Tečenje je jednodimenzionalno (1D) – linijski modeli

• Raspodjela tlaka po dubini je hidrostaka, vertikalne
akceleracije su zanemarive

• Zakrivljenost strujnica je “mala”

• Nagib vodotoka je “mali”

• Tekućina je nestišljiva

• Pad energetske linije (Sf) se određuje putem empirijske
jednažbe koja povezuje Sf sa brzinom, i dubinom (Manning, 
Chezy, Darcy-Weisbach)
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Oblici jednadžbe kontinuiteta
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a) Konzervativna forma 

(nezavisna varijabla je protok Q(x,t))  

b) Ne-konzervativna forma

(nezavisna varijabla je brzina V(x,t))
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Oblici jednadžbe količine gibanja

Lokalna

akceleracija

Konvektivna

akceleracija

Sila tlaka Sila gravitacije Sila trenja

Kinematski val

Kinematic Wave

Difuzivni val

Diffusion Wave

Dinamički val

Dynamic Wave

a) Konzervativna forma

b) Ne-konzervativna forma
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Vrste tečenja
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Stacionarno, jednoliko tečenje

Steady, uniform flow

Stacionarno, nejednoliko tečenje

Steady, non-uniform flow

Nestacionarno, nejednoliko tečenje

Unsteady, non-uniform flow

Primjene raznih oblika jednadžbe količine gibanja

• Kinematski val: sile gravitacije i trenja su u približnoj
ravnoteži (relativno strmi vodotoci bez efekata uspora)

• Difuzivni val: aproksimacija koja se može primijeniti kada su
inercijalne sile relativno male u odnosu na sile tlaka, 
gravitacije i trenja

• Dinamički val: inercijalne i tlačne sile su značajne (vodotoci
sa relativno malim nagibima, uz efekte uspora)
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Kinematski val

• Pretpostavlja se da su najznačajnije sile gravitacija i trenje. 

• Jednažba količine gibanja postaje valna jednadžba: 

��

��
+ �

��

�	
= 0

• c = brzina propagacije vala (celerity)

• Kinematski val putuje nizvodno brzinom c bez atenuacije (smanjenja vršnog

protoka) ili promjene oblika (nema difuzije)
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� Uključenje sile uslijed razlike tlaka dovodi do atenuacije (difuzije) 

vodnog vala i omogućava uključivanje nizvodnog rubnog uvjeta čime se

može uračunati utjecaj uspora.

� Ovo je prihvatljivo za većinu prirodnih, sporo-rastućih velikovodnih valova

ali nije za brzo-rastuće bujične poplave (flash floods) ili za vodne valove

nakon pucanja brana (dam break waves)

∂x

� Aproksimacija koja je primjenjiva kada je osim gravitacije i trenja sila

uslijed razlike tlaka značajna, ali inercijalne sile su zanemarive –

predstavlja poboljšanje u odnosu na aproksimaciju kinematskog vala

S = S −
∂y

f 0

Difuzijski val

� Međutim, u tipičnim situacijama u otvorenim vodotocima, konvektivna i 

lokalna akceleracija su često istog reda veličine a suprotnog predznaka, 

te imaju tendenciju da se međusobno ponište (difuzijski val)

� Ako se uključi jedan od tih članova a ne i drugi, može doći do veće 

greške nego ako se oba člana zanemare.

� Stoga se kvazi-stacionarna aproksimacija ne bi trebala koristiti za 

transformaciju vodnog vala u otvorenim vodotocima

Kvazi-stacionarna aproksimacija

f 0
∂x g∂x

� Uz sve sile uklju;ene u difuzijskom valu uključuje se konvektivna a 

zanemaruje lolkalna akceleracija

S = S − (∂y ) − (V∂V )
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Dinamička transformacija vodnog vala

Tečenje u prirodnim vodotocima je 

nestacionarno, nejednoliko, sa pritocima, 

čvorovima, promjenjivim poprečnim presjecima, 

promjenjivom hrapavošću itd

Rješavanje St. Venantovih jednadžbi
• Analitičko

– Rješavanje nelinearnih parcijalnih diferencijalnih jednadžbi

– Postoji samo mali broj analitičkih rješenja za vrlo idealizirane slučajeve

• Numeričko
– Metoda konačnih razlika

– Proračun se provodi na mreži

u (x,t) ravnini

– Protok i razina vode se 

određuju za inkrementalne

Flow and water surface 

pozicije duž vodotoka i

inkrementalne vremenske

intervale

x-t ravnina za metodu konačnih razlika
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Metode konačnih razlika

• Eksplicitne
• Implicitne
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Derivacija u vremenu

Derivacija u prostoru
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Derivacija u vremenu
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Derivacija u prostoru

Na poznatoj vremenskoj liniji Na nepoznatoj vremenskoj liniji
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Stabilnost

• Courant-Levy-Friedrich uvjet:

• 1D

• 2D

• Eksplicitne sheme:

• Implicitne sheme – manje osjetljive na stabilnost, može veći Cmax
(ograničenje je preciznost a ne stabilnost)

Tečenje u 
provodnicima 

vode

• može biti sa 
slobodnim vodnim 
licem

Ili

• može biti pod 
tlakom (ispunjeni 
profil) 
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Jednadžbe koje vrijede za oba slučaja

• St. Venantove jednadžbe:

– Zakon očuvanja mase

– Zakon očuvanja količine gibanja
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Za ispunjeni profil
– Zakon očuvanja mase

– Zakon očuvanja količine gibanja

– na ovaj način možemo modelirati tečenje pod tlakom u provodnicima 
vode (ispunjenim profilima) koristeći iste jednadžbe kao za tečenje sa 
slobodnim vodnim licem (St. Venantove jednadžbe) … HEC-RAS, MIKE11…
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h=tlačna visina (visina piezometarske linije)

h

Preissmanov otvor
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MODELIRANJE SUSTAVA POD TLAKOM

• Modelom sustava pod tlakom uobičajeno se rješavaju problemi
vezani uz vodoopskrbu. 

• Modelom se u osnovi proračunavaju vrijednosti varijabli primarnog
interesa, protoci u cijevima sustava i tlakovi u čvorovima na koje su
cijevi priključene. 

• Osim cijevi, modelima se uobičajeno simulira i utjecaj otvorenosti
pojedinih ventila i zatvarača u mreži te utjecaj stanja njihove
otvorenosti na konačnu raspodjelu protoka i tlakova u sustavu. 

• Isto tako, vodospreme, pumpe i turbine, kao važni elementi svakog
realnog sustava vodoopskrbe, jednostavno se uključuju u 
odgovarajući čvor sustava. 

• Za spomenute elemente sustava, korisnik modela u većoj ili manjoj
mjeri definira njihova karakteristična stanja, dok samo model mora 
omogućavati detekciju eventualno unešenih „konflikata“, odnosno
nelogičnosti.

• Modelima se najčešće provode analize stacionarnog stanja u režimu
maksimalne opterećenosti sustava. 

• Osnovni uvjeti postavljaju se od strane projektanta, koji ponuđenim
rješenjem treba osigurati dobavu zahtijevanih količina vode uz
istovremeno zadovoljenje uvjeta postavljenih na minimalne/maksimalne
dozvoljene tlakove. 

• Mnogi dostupni modeli današnjice omogućavaju provedbu proračuna za
kvazi-nestacionarni režim rada. 

• Pod tim se misli na mogućnost proračuna niza sukcesivnih stanja
vodovodnog sustava s uobičajenim vremenskim korakom od 1 sat. 

• Time se realna i izrazito složena dinamika sustava aproksimira s nizom
stacionarnih stanja koja variraju od sata do sata.

• Pune analize sa širim obuhvatom nestacionarnosti i nejednolikosti
strujanja,  poput proračuna vodnog udara u dijelovima ili cijelom sustavu
pod tlakom, uobičajeno se rješavaju van osnovnih modela vodovodnih
sustava. 

• Najsofisticiraniji modeli vodoopskrbnih sustava današnjice ipak omogućuju
i proračun tranzijentnih stanja tlakova/protoka u osnovnoj modelskoj
rutini.

37

38



Modeliranje u hidrotehnici 4. predavanje, 07.12.2018.

20

Software

U.S. EPA

EPANET

OSNOVNE JEDNADŽBE

a) Energetska jednadžba – za sve cijevi
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b) Jednadžba kontinuiteta – za sve čvorove

Numeričko rješenje
gradijentnom metodom
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Primjer: diplomski rad, M. Fremec
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Urbana hidrologija – SWMM model (U.S. EPA)

Source: "NapervilleSWMM5" by Dickinsonre  

http://commons.wikimedia.org/wiki/File:NapervilleSWMM5.png#mediaviewer/  

File:NapervilleSWMM5.png
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EPA - Environmental  

Protection  

Agency

http://www.epa.gov/

� Agencija se bavi problemima:
• Zaštite vode, zraka i tla od zagađenja

• Klimatskih promjena

• „Greener Living“

• Otpada

� Aktivnosti Agencije uključuju:
• Razvoj standarda i propisa

• Financiranje različitih projekata za rješavanje

prethnodno navedenih problema

• Znanstveno-istraživački rad

Sources: epa.gov;world-portal.org

EPA

EPA SWMM 5.1

SWMM (Storm Water Management Model) je distribuirani dinamički 

model za simulaciju oborina i otjecanja koji se koristi za pojedinačne
događaje ili dugotrajne (kontinuirane) simulacije kvantitete i kvalitete

otjecanja, prije svega u urbanim sredinama.

Hidrologija

+

Hidraulika

+

Kvaliteta
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MODEL

(Sliv+Kan.Mreža)

OBORINE +  OTPADNE
VODE
(ulaz)

OTJECANJE +
PROTOK U MREŽI

(izlaz)

SWMM MODEL

In
te

n
z
it
e
t

k
iš

e vrijeme
oborine

Otpadna voda

vrijeme

Zašto modelirati kanalizacijske mreže?

• Analiza stanja i rada postojećeg sustava
• Sagledavanje različitih utjecaja na količinu i kvalitetu otjecanja
• Analiza različitih varijantnih rešenja prilikom projektiranja

Sliv prije urbanizacije Sliv nakon urbanizacije

Sources: swmm spplicationsmanual
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Shema modeliranja u SWMM-u
Zona atmosfere

Oborine padaju na površinu zemljišta.

Zona površine zemljišta  

Modeliraju se važni hidrološki  

procesi. (Gubici vode pri

oborinama, površinsko

otjecanje)

Zona podzemnih voda

Prima infiltriranu vodu iz zone
površine zemljišta.

Zona transporta

Mreža povezanih elemenata: kanala, 
cijevi,  šahtova...

Procesi koji se modeliraju u SWMM-u

Oborine

Otapanje
snijega

Površinsko  
tečenje

Zagađenje Podzemne vodeIspiranje

Upotrebljena  
voda

Kanalizacijski
sustav

RDII

Tretman

Površinsko
otjecanje

Infiltracija
/Isparavanje
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EPA SWMM 5.1 – download
http://www2.epa.gov/water-research/storm-water-management-

model-swmm

EPA SWMM 5.1 - literatura
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Ograničenja

• To je hidrološko-hidraulički alat za analizu, a ne za

automatsko projektiranje

• Nema direktnog povezivanja sa GIS-om

• Nema transporta sedimenata, ni prostiranja erozije

• Nema proračuna kretanja zagađivača u vodotocima

(influentima), niti u podzemnim vodama

SWMM wrapers

• komercijalni software koji koriste SWMM engine
• Određena unapređenja – GIS, 2D tečenje po terenu

• InfoSWMM - MWH Soft (www.mwhsoft.com)

• PC SWMM – CHI (www.computationalhydraulics.com)

• XP SWMM – XP Software (www.xpsoftware.com)
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EPA SWMM – alternative ($$$)
…

Source:xpsolutions.com

Source: http://www.innovyze.com/

EPA SWMM – alternative ($$$) …
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EPA SWMM – alternative ($$$)
…
Source: Chiwater.com

Primjer
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Hidrologija – prije izgradnje
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Hidrologija – poslije izgradnje

Dodatno - sustav odvodnje
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Dodatno – retencijski bazen
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Dualni sustav odvodnje
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Modeliranje podzemnih voda
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OSNOVNE JEDNADŽBE

Osnovna forma (1D) Puna forma

“Prvi zakon hidrogeologije”

“Drugi zakon hidrogeologije”

Osnovna forma Puna forma

h∇∇∇∇⋅⋅⋅⋅−−−−==== Kq
v

h∇∇∇∇⋅⋅⋅⋅−−−−==== Kq
v

dl

dh

n

K
v −−−−====

dl

dh

n

K
v −−−−====

Darcy-ev Zakon:

Prosječna brzina

3-D, vektor pronosa 

Jednadžba tečenja:

t

h
S

hK

s
∂∂∂∂

∂∂∂∂
====

∇∇∇∇⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅∇∇∇∇

t

h
S

hK

s
∂∂∂∂

∂∂∂∂
====

∇∇∇∇⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅∇∇∇∇

0
dx

hd
====

2

2

0
dx

hd
====

2

2

1-D, stacionarno
3-D, nestacionarno

Darcy-ev zakon

Darcy-ev Eksperiment (1856)

AQxQhQ ∝∝∝∝∆∆∆∆∝∝∝∝∆∆∆∆∝∝∝∝ ,1, AQxQhQ ∝∝∝∝∆∆∆∆∝∝∝∝∆∆∆∆∝∝∝∝ ,1,

x
hAKQ

x
hAQ

∆∆∆∆
∆∆∆∆−−−−====⇒⇒⇒⇒

∆∆∆∆
∆∆∆∆∝∝∝∝

x
hAKQ

x
hAQ

∆∆∆∆
∆∆∆∆−−−−====⇒⇒⇒⇒

∆∆∆∆
∆∆∆∆∝∝∝∝

Q
Q: Protok [L3/T]

∆∆∆∆h

h

x

Nagib = ∆∆∆∆h/∆∆∆∆x

~ dh/dx 
∆∆∆∆h

∆∆∆∆x

h1 h2

h1

h2

x1 x2

K: konstanta proporcionalnosti

K [L/T]

: hidraulički gradijent

A

x
hh

∆∆∆∆
∆∆∆∆≈≈≈≈∇∇∇∇

A: Površina okomita na tečenje

85

86



Modeliranje u hidrotehnici 4. predavanje, 07.12.2018.

44

• Druge forme Darcy-evog zakona

dx

dh
Kq −−−−====

dx

dh
Kq −−−−====

Q

A =

Q

A.n =
q

n =
dx

dh

n

K
v −−−−====

dx

dh

n

K
v −−−−====

protok po jedinici 

površine

stvarna 

prosječna brzina

Za izračun Q iz 

zadanog A

Za izračun prosječne 

brzine za transport 

zagađenja

Pretpostavke: saturirano tečenje, laminarno tečenje...

vz

vh

vx 

x

z

y

3-D Darcy-ev zakon

















========

z

y

x

zyx

v

v

v

vvvv ),,(
v

















========

z

y

x

zyx

v

v

v

vvvv ),,(
v

v

vhvy

vx

v
vz

Horizontalna 

komponenta

vertikalna

komponenta (Vz)

Vektor brzina
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3-D Darcy

Vektor hidrauličkog gradijenta

















∂∂∂∂∂∂∂∂

∂∂∂∂∂∂∂∂

∂∂∂∂∂∂∂∂

====








∂∂∂∂

∂∂∂∂

∂∂∂∂

∂∂∂∂

∂∂∂∂

∂∂∂∂
====∇∇∇∇

zh

yh

xh

z

h

y

h

x

h
h ,,

















∂∂∂∂∂∂∂∂

∂∂∂∂∂∂∂∂

∂∂∂∂∂∂∂∂

====








∂∂∂∂

∂∂∂∂

∂∂∂∂

∂∂∂∂

∂∂∂∂

∂∂∂∂
====∇∇∇∇

zh

yh

xh

z

h

y

h

x

h
h ,,

x

z

y

sh ∂∂∂∂∂∂∂∂

xh ∂∂∂∂∂∂∂∂

yh ∂∂∂∂∂∂∂∂

z

h

∂∂∂∂

∂∂∂∂
h∇∇∇∇

horizontalna

komponenta
vertikalna

komponenta

s

h

∂∂∂∂

∂∂∂∂

y

h

∂∂∂∂

∂∂∂∂

xh ∂∂∂∂∂∂∂∂
h∇∇∇∇

z

h

∂∂∂∂

∂∂∂∂

sh ∂∂∂∂∂∂∂∂

3-D Darcy

Vektorska reprezentacija Darcy-evog zakona

s

h
Kq hh

∂∂∂∂

∂∂∂∂
−−−−====

s

h
Kq hh

∂∂∂∂

∂∂∂∂
−−−−====

s

h

n

K
v h

h
∂∂∂∂

∂∂∂∂
−−−−====

s

h

n

K
v h

h
∂∂∂∂

∂∂∂∂
−−−−====

z

h

n

K
v z

z
∂∂∂∂

∂∂∂∂
−−−−====

z

h

n

K
v z

z
∂∂∂∂

∂∂∂∂
−−−−====

z

h
Kq zz

∂∂∂∂

∂∂∂∂
−−−−====

z

h
Kq zz

∂∂∂∂

∂∂∂∂
−−−−====

Horizontalne komonente

Vertikalne komponente

Pretpostavke

Vertikalna hydraulička provodljivost (Kz) puno manja od horizontalne (Kh) 

Horizontalna izotropija K: Kx=Ky=Kh
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3-D Darcy

• Generalizacija Darcy-evog zakona u 3-D
Anizotropni K

Anisotropija poravnatak sa koordinatnim osima

















∂∂∂∂∂∂∂∂

∂∂∂∂∂∂∂∂

∂∂∂∂∂∂∂∂

⋅⋅⋅⋅
















−−−−====
















====

zh

yh

xh

K

K

K

q

q

q

q

z

y

x

z

y

x

00

00

00
v

















∂∂∂∂∂∂∂∂

∂∂∂∂∂∂∂∂

∂∂∂∂∂∂∂∂

⋅⋅⋅⋅
















−−−−====
















====

zh

yh

xh

K

K

K

q

q

q

q

z

y

x

z

y

x

00

00

00
v

hKq ∇∇∇∇⋅⋅⋅⋅====
v

hKq ∇∇∇∇⋅⋅⋅⋅====
v

z

h
Kq zz

∂∂∂∂

∂∂∂∂
−−−−====

z

h
Kq zz

∂∂∂∂

∂∂∂∂
−−−−==== Vektor Tenzor (3 x 3) Vektor

Volumetrijski
protok

Hydraulička
provodljivost

Hidraulički 
gradijent

U vektorsko-tenzorskoj notaciji

Tri vektorske komponente

y

h
Kq yy

∂∂∂∂

∂∂∂∂
−−−−====

y

h
Kq yy

∂∂∂∂

∂∂∂∂
−−−−====

x

h
Kq xx

∂∂∂∂

∂∂∂∂
−−−−====

x

h
Kq xx

∂∂∂∂

∂∂∂∂
−−−−====

Horizontalni (2-D) Darcy-ev zakon

• Predominantno horizontalno tečenje podzemne vode

• Čest slučaj za vodonosnike, koji su mnogo većih horizontalnih dimenija
nego debljine

• Značajno veće horizontalne od vertikalnih provodljivosti

• Zato se vertikalno tečenje često zanemaruje

• Dupuit-ova pretpostavka, 1863

• Uvodi se pojam transmisivnosti T=Kh*b

dL

dh
wT

dL

dh
wbK

dL

dh
AKQ h −−−−====−−−−====−−−−====

dL

dh
wT

dL

dh
wbK

dL

dh
AKQ h −−−−====−−−−====−−−−====

10m

100m
100m
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Jednadžba očuvanja mase

Očuvanje mase �Cilj modeliranja - odrediti h=f(x,y,z,t)

• Za neki sustav, kroz neki period vremena,

Pretpostavka: voda je nestišljiva
– Masa po jedinici volumena (gustoća, ρρρρ) se ne mijenja značajno
– Volumen ke direktno povezan s masom V=m/ρρρρ
– Očuvanje mase je ekvivalentno bilanci vode

Ulaz mase – Izlaz mase = Promjena mase u volumenu 

volumena vode u sustavu

Ulaz volumena vode – Izlaz volumena vode = Promjena 

volumena vode u sustavu

Qi – Qo = ∆∆∆∆Vw /∆∆∆∆t
Po jedinici vremena:

Qi(t) – Qo(t) = dVw/dt

• Eksterni ulaz/izlaz (Qs)

∆y ∆z ∆x = V

dt

dV
Qzyx

x

q w
s ====++++∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆

∆∆∆∆

∆∆∆∆
−−−−

dt

dV
Qzyx

x

q w
s ====++++∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆

∆∆∆∆

∆∆∆∆
−−−−

t

n

V

Q

x

q s

∂∂∂∂

∂∂∂∂
====++++

∂∂∂∂

∂∂∂∂
−−−−

t

n

V

Q

x

q s

∂∂∂∂

∂∂∂∂
====++++

∂∂∂∂

∂∂∂∂
−−−−

dt

VVd

V

Q

x

q ws )(
====++++

∆∆∆∆

∆∆∆∆
−−−−

dt

VVd

V

Q

x

q ws )(
====++++

∆∆∆∆

∆∆∆∆
−−−−

Differential

Form
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Jednadžba očuvanja mase

Za „Reprezentativni elementarni volumen” (REV)
– Ukupna masa vode koja ulazi minus masa vode koja izlazi jednaka je 

promjeni vode mase unutar REV

– Qs/V volumetrijski protok po jediničnom volumenu koji ulazi u REV REV

t
n

V

Q

z

q

y

q

x

q szyx

∂∂∂∂
∂∂∂∂====++++

∂∂∂∂

∂∂∂∂
−−−−

∂∂∂∂

∂∂∂∂
−−−−

∂∂∂∂

∂∂∂∂
−−−−

t
n

V

Q

z

q

y

q

x

q szyx

∂∂∂∂
∂∂∂∂====++++

∂∂∂∂

∂∂∂∂
−−−−

∂∂∂∂

∂∂∂∂
−−−−

∂∂∂∂

∂∂∂∂
−−−−

qxqx

qzqz

qyqy
t

n

∂∂∂∂

∂∂∂∂

Uvrštavanje Darcy-evog zakona

(((( )))) (((( )))) (((( ))))
t
n

V

Q

z

dzdhK

y

dydhK

x

dxdhK szyx

∂∂∂∂
∂∂∂∂====++++

∂∂∂∂

−−−−∂∂∂∂
−−−−

∂∂∂∂

−−−−∂∂∂∂
−−−−

∂∂∂∂

−−−−∂∂∂∂
−−−−

(((( )))) (((( )))) (((( ))))
t
n

V

Q

z

dzdhK

y

dydhK

x

dxdhK szyx

∂∂∂∂
∂∂∂∂====++++

∂∂∂∂
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−−−−

∂∂∂∂

−−−−∂∂∂∂
−−−−

∂∂∂∂

−−−−∂∂∂∂
−−−−

Osnovna jednadžba za modeliranje

Specifična zapremina SS

dhSdndhdn s====⇒⇒⇒⇒∝∝∝∝ dhSdndhdn s====⇒⇒⇒⇒∝∝∝∝
dt

dh
S
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s====

dt
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S
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s====

t
hS

V

Q

z

hK
y

hK
x

hK s
s

zyx ∂∂∂∂
∂∂∂∂====++++

∂∂∂∂
∂∂∂∂++++

∂∂∂∂
∂∂∂∂++++

∂∂∂∂
∂∂∂∂

2

2

2

2

2

2

t
hS

V

Q

z

hK
y

hK
x

hK s
s

zyx ∂∂∂∂
∂∂∂∂====++++

∂∂∂∂
∂∂∂∂++++

∂∂∂∂
∂∂∂∂++++

∂∂∂∂
∂∂∂∂

2

2

2

2

2

2

Pretpostavke: K je homogen (konstantan) unutar malog volumena 

Stišljivost vode je mnogo manja nego stišljivost vodonosnika

Dobiva se jednadžba za h=f(x,y,z,t) na kojoj se temelje 

modeli podzemnih voda
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Pojednostavljenja
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h2-D stacionarno izotropno (bez izvora): 

Laplace-ova jednadžba    

2-D, horizontalno izortropno
Kx=Ky=Kh

T=Kh b,   S=Ss b

Ah: površina prihranjivanja

Ss/Kh=S/T � hidraulička difuzivnost

2D horizontalno tečenje (Dupuit) 

Stacionarno tečenje
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Primjer – G. Lončar
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