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OKVIRA



'
STABILNOST OKVIRA

m Stupovi i grede naj¢eSce su kruto
spojeni elementi skeletne konstrukcije —
OKVIRA,;

m Rubni uvjeti elemenata okvira (i njihove
duljine izvijanja) ovise o vlastitoj i
relativnoj krutosti susjednih elemenata;

m Pomaci/progibi pojedinog elementa
Istovremeno uzrokuju iskrivljenje svih
ostalinh elemenata;

m Analiza stabilnosti okvira kao cjeline:
Klasicne diferencijalne jednadzbe
Kvazi-geometrijska analiza
Matri¢ni pristup (metoda krutosti)
Metoda raspodjele momenata, itd.
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Analiza pomocu diferencijalnih jednadzbi

KONTINUIRANI STUPOVI | GREDE

m Najjednostavniji oblik kruto spojenog okvira

(a)

T

m 71x staticki neodreden sustav

m Uzduzni tlak i krutost na savijanje konstantni su

uunutar raspona
m Uvjeti kontinuiteta / kompatibilnosti:

0,=6, tj. 6,-6,=0
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Analiza pomocu diferencijalnih jednadzbi

KONTINUIRANI STUPOVI | GREDE

O :(?IT/IIEU(D ()

gdje su wl{“l“} Py

2 El,
ML
g, = | 2
B [BEIJ(p(%)
: a,L P
gdjesu w :£ 2 2), a, = =2
: 2 > \El,

m uvrStavanjem u jed. (6.1) =

ot opeo)

= Kakoje (ML/(3EL))=0
karakteristiCna je jednadzba

go(wl){,'—;j[f]qo(%):o o
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Analiza pomocu diferencijalnih jednadzbi

KONTINUIRANI STUPOVI | GREDE

m Nekaje P,=4F. Tadaje:

LY. (1]
e o r=( ]

m Karakteristicna jednadzba postaje

q)(%){,'—j[f}a () =0 53

m Korjeni ove jednadzbe daju kriticne sile izvijanja
pri savijanju kontinuirane grede s dva polja.
m Uobicajen je slijedecCi primjer:
L=L =L, IL=I1,=1, BR=B=Pt.41=1
U ovom slucaju, stapovi se izvijaju kao sto je to
prikazano na pocetnoj slici, moment savijanja
nad srednjim lezajem jednak je nuli te se svaki

pojedinacni raspon moze analizirati samostalno
kao obostrano zglobno oslonjeni Stap. Stoga je

2
p - 7ZLIZEI
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Analiza pomocu diferencijalnih jednadzbi

KONTINUIRANI STUPOVI | GREDE

m  Primjer s razliCitim rasponima:
L=(23)L, =L, IL,=1,=1, 1=1
Tada su: 2 3

WV, 3W2 4 Y 5

)
_2?;/(2?//‘tg;wj+®(3i/j(3iu ‘tgéwﬂzo

(1 1 1 1
_ I ~0
(21// thw] [3,,, tg3wﬂ

Metodom pokusaja, najmanji je korjen: 2y=2,427

2
Stoga je 2y=alL.=2,427 = Pcr _ 5,89 El _ 7 El

1> (1,294L)




B STABILNOST C

Analiza pomocu diferencijalnih jednadzbi

KONTINUIRANI STUPOVI | GREDE

m  Primjer s razliCitim rasponima:
L =23, =L, I,=1,=1, P,=0
tj. samo je prvi raspon AB tlacno opterecen

Tada su:

ML, . ML

0, = I O, =— 2

B (BEllj(D(lm) B (3E|2j

o Ik

Kako je M#0, karakteristiCna je jednadzba oblika

i)
2p.Ctg 2y, =1+ (%j(:—j(%](z% ) =0

Za zadane odnose raspona: 2y.ctg2y, =1+ (]/ 2)(21//1)2

Metodom pokusaja, najmanji je korjen: 2@w=3,5909

i —a.L= El 7 El
Stoga Je 2y,=a,L=3,5909 = p —12 895 _ .
o L>  (0,875L)
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Analiza pomocu diferencijalnih jednadzbi

KONTINUIRANI STUPOVI | GREDE

m Postupak se moze primijeniti i na kontinuirane

grede s vise raspona
P Ly i I P

(i-n| L., ; |G+

&

m  Kontinuitet/kompatibilnost na unutarnjim leZajevima “i”
uvjetuje zajednicku tangentu progibne krivulje dvaju
raspona, tj. 6, =6/

0, = 6y + L%j AE { M L‘lj A

6EI 3EIl

M. L M. L
0 =—@. —| — L )| i _
i 0i (BEII j(ﬁl(l,V,) ( 6E|| j(DZ(Wl)

11134
/

gdje su 6, i 6’ rotacije na unutarnjem lezaju “i” dvaju
susjednih raspona uslijed popre¢nog opterecenja.

M40, (W) +2M, {401 (Wis)+ [LLJ[%]% (v )} +M 1{[&)[%}02 (v )}

= g O

i—1

OPCI OBLIK TROMOMENTNE JEDNADZE
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Analiza pomocu diferencijalnih jednadzbi

KRUTI OKVIRI

m |zvijanje krutog okvira predstavlja zapravo
izvijanje njegovih tlacnih elemenata

m Jednostavni slucaj: izoliranje kriticnog elementa s
pripadaju¢im momentima na krajevima
p

P P

Mc=Mg=Mg,

(al (b)

m Rotacija 6, u cvoru B:

e M
0 =T (ol cosecal —1)+ P—Ii) (alctgal —1)

= Zagredu BC vrijedi: ; _ 2El, 0,

te je . (e/L )l cosecal —1)
° (/PL)2El,/L J1-alctgal )+1




B STABILNOST C

Analiza pomocu diferencijalnih jednadzbi

KRUTI OKVIRI

m Priizvijanju okvira, rotacije teze k beskonacnom,

m Do toga dolazi kada nazivnik u prethodnom izrazu
iSCezava {j.

R BO =00

m UobiCajeni primjer:
al

I/L=1,/Ly, pricemu je  ctgal :i+__
ol 2

m  Metodom pokuSaja, najnizi je korjen: alL.=3,59

te je El  7°El
P =(359) = =




B STABILNOST C

Analiza pomocu diferencijalnih jednadzbi

KRUTI OKVIRI

m  Slijedeci je uobi¢ajeni primjer simetricni zatvoreni okvir
sa sprifecenim poprecnim pomacima ¢vorova

(a) (h)

m  Kada uzduzni tlak poprimi kriticnu vrijednost, stupovi
se AB i CD nastoje poprecno prognuti Sto rezultira
savijanjem greda AC i BD a Sto kao posljedicu ima
elasticno ukljestenje krajeva stupova;

m Stoga su rotacije na krajevima stupova:

~M,L MgL
O, = 3E] (Pl(‘//)"' 6EI (02(9”)
ML ML
PY=r (Pz(W)"' 3E| (01(9”)
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Analiza pomocu diferencijalnih jednadzbi

KRUTI OKVIRI

m Pritome su ()_ 3 (1 ) 1
A 2\ 2y 192y

()= 6 1 1
Fae 2y \ sin 2y 2y
2y =al=7./P/P,, P, =x"EIlL’.

m S obzirom na simetriju, vrijedi: Mg=-M,=M, | 65=-6,=6,.
m Uslijed uvjeta kompatibilnosti, rotacija 6, stupa mora
biti jednaka rotaciji horizontalnog elementa

Mol

m Tadaje 2El,
_ ML, ML _

=" 2B~ 6E 20,(y)+ @, ()]

(& v sy aav )
e )
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Analiza pomocu diferencijalnih jednadzbi

KRUTI OKVIRI

m Za Karakteristicni slucaj: L,=L 1 1,=I:

1 1 1 1
2y (sin 2y - tg21//J )
odnosno tgy =—y.
m Najnizi je korjen ove transcendentalne jednadzbe
w=al/2=2,02916

" Slogale | (40583FEl _1647EI __ x’El
y L* > (0,774LF
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“Kvazi” - geometrijski pristup (Haarman)

m Ova se metoda temelji na pretpostavci kojom se
elasticna krivulja uzduzno opterecenog, pocetno
ravnog Stapa opisuje sinusnom krivuljom s
obzirom na pravokutni koordinatni sustav s
ishodistem u jednoj i apscisom koja prolazi
drugom to¢kom infleksije.

m Kriticha vrijednost opterecenja koja moze dovesti do

izvijanfa konstrukcije odreduje se uz pomoc rubnih
uvjeta i uvjeta kompatibilnosti.

A El B

J—
EL_ L
|

{a) (b}

m S povecanjem uzduzne sile P, pri izvijanju Stapa,
rezultantna sila P, dobiva nagib s obzirom da linija
djelovanja sile mora prolaziti dviema tockama infleksije

m Za infinitezimalno male deformacije P~P_, jednadzba
elasticne krivulje izmedu toCaka A i C oblika je

y(x)= Asin (%j = y(x)= (%) cos(%j.
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“Kvazi” - geometrijski pristup (Haarman)

m  Geometrijski rubni uvjeti daju:

o
sin(7z/k)

o fE)-{)of)

Sto dovodi do karakteristiCne jednadzbe oblika

e {i)eol-ammlic)={o

odnosno tg(%) — %

m  Metodom pokusaja i pogreSke dobije je rjeSenje
(7/k)=4,4934 odnosno k ~0,6992=0,7
7 El 20,191 EI
I:)cr = 2 — 2 :
(0,7L) L

m Metoda je podjednako primijenjiva i kod krutih okvira.

y(L)=-5 = Asin (%) — A= _
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Metoda krutosti (ili pomaka)

m Ova se metoda temelji na principu ravnoteze sila
| momenata;
m Primjena i kod slozenih okvira.

Kriterij odredivanja kriticnog opterecenja

m  Promotrimo kruto spojene elemente neke konstrukcije
u Cijem spoju djeluje moment Mo:

(Ds,F3)

T
=
) 17

(b)

krutost je ¢vora 0: ko = ko1 + ko2 + ko3
te je 6o = Mo / ko.
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Metoda krutosti (ili pomaka)

Kriterij odredivanja Kriticnog opterecenja

m Uljecaj uzduznog tlaka ocituje se u smanjenju krutosti

Stapova,

m Ako opterecenje konstantno raste, krutost ¢vora ko
opada a rotacija 6o nastavlja rasti sve do sloma okvira
uslijed elasticne nestabilnosti u ¢voru (u trenutku
dostizanja kriticne sile, rotacija tezi beskonacnom);

m  Sukladno tome se moze postaviti Kriterij stabilnosti: pri
kriticnom opterecenju, pomaci (rotacije) postaju

beskonacni a krutost
m  Ako konstrukcija ima

cvora se smanjuje do iscezavanja;
vise krutih ¢vorova, govorimo o

matrici krutosti sustava (pri tome se matrica krutosti
konstrukcije Ciji su elementi izlozeni djelovanju uzduzne
sile razlikuje od uobicajene matrice krutosti);

F)-k

Dj=[K

o}

| i‘l{F}—[a""[K]]{F}

K

m gdje su {F} — vektor cvornih sila, {D} — pomaci ¢vorova,
{K} — matrica krutosti konstrukcijskog sustava.
m Kako bi bilo koji pomak postao beskonacno velik,

determinantna matrice krutosti iSCezava —
karakteristicna jednadzba ‘K‘ ~0



B STABILNOST C

Metoda krutosti (ili pomaka)

Matrica krutosti s utjecajem uzduzne sile

m Matrica krutosti [K] elementa ili Stapa odreduje njegovo
ponasanje izrazeno odnosom opterecenje-deformacija;

m kij— sila u smjeru i uslijed jedinicnog pomaka u smjeru |j,
pri ¢emu su svi ostali pomaci zadrzani na nuli (1” se
odnosi na rezultirajucu ili djelujucu silu a j” na
parametre deformacije);

m  Koeficijenti krutosti bez i sa djelovanjem uzduzne sile

k] = EZEIa"Ll
\kg.zﬁELfL:

&.-"L:t

EEE =r(EIL)
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Metoda krutosti (ili pomaka)

Matrica krutosti s utjecajem uzduzne sile

m  Koeficijenti krutosti bez i sa djelovanjem uzduzne sile

L2 (EI?) (L)
q(EI2

1 2EpL” (ii1) s(EL/LY)

q(EIL?)

r{EI/L)

rc{ELL)
Bg=1  6EIN? (iv) B =1 q(EIL?)

m Koeficijenti korekcijer, rc, g i s funkcijesuod P, E, Ii L
te ih ¢esto zovemo i koeficijentima stabilnosti:
m I, rc — rotacijski koeficijenti
m (, S — posmicCni koeficijenti;
m QOdnos sila-pomak elementa izrazen pomocu matrice
krutosti a u funkciji omjera P/Pe glasi

s g =S g (AA/L\ (QAL\
(E) g r -q rc 0, > <MA

L )|-s —-q s -—-q||Ag/L Q;L
q rc —-q r 0 | (Mg

[ R
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Metoda krutosti (ili pomaka)

Matrica krutosti s utjecajem uzduzne sile

m \Veli¢ina matrice krutosti moZe se smanjiti uz Qs=-Qa=Q
te kombiniranjem poprec¢nih pomaka Aa i As u njihov
relativni odnos A=Aa-As:

Q, s g g/l
M, =(qu rrcly @,
Mg - q rc r || 6

m Lokalne matrice krutosti pojedinih elemenata slazu se u
globalnu matricu krutosti konstrukcije koja se tada koristi
za odredivanje kriticnog opterecenja;

m  Primjer: kontinuirana greda preko dva polja

® B @ c‘%

P Y=
i <] N

|

|

L | L I

(a)
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Metoda krutosti (ili pomaka)

Matrica krutosti s utjecajem uzduzne sile

m Element #1 Cvor 1 Cvor 2
Ay/L 6, AJL 6

T ; q —-s qg 7 A/L I |
_ El qg r|& rc 6
= ()
I -5 —q| S —-q Ay/L } ,
| g rc|l g r | 6 )
m Element #2 Cvor 2 Cvor 3

A/L 6, Az/L 65
- &S gl =% iq 7 A)/L ] 2
_ El q r -g \re 6,
k] = (T)
2 =g =gl 8 | Ax/L l 3
gimiseiirl | o )

m Matrica krutosti cijele ko_nstrukcije [K ]: IZ]1 + [IZ]2

Cvor 1 Cvor 2 Cvor 3

—_—
A/L 6, AJL 6, A;3/L 6

s q| O q 3
qg r| 0 re
[K]:(g) 0 0[0+0 040/ 0 o0 =<1:_1)(; ! :’C)
L q rc|0+0 r+r| 0 O L
q rc 2r
0 0 0 0
0 0 0 0

m Za slucaj elastiCcne nestabilnosti vrijedi

0

K|=0 = g*(2rc-3r)+ s|2r? —(rc) |
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Metoda krutosti (ili pomaka)

Funkcije stabilnosti — bez popre¢nog pomaka

m Za Stap AB
- M - M
Ki; = —, Koy = —=
O, O,
B ks =qELL")
prijenosni koeficijent: c= Mg = @
M A 11

m  RjeSenje dif. jednadzbe progiba (bez popre¢nog opt.)

dty 5 (d2y
(@) o (@) =0

y= Asinax + Hc:ﬂsa.r+(?(%) + D

Uz rubne uviete . _ . y(0)=0iy'(0) =1,
x=L y(L)=0iy' (L) =0.

v0O)=B+D=0 ie. D=-B

C

C
MH=A — =1 e =1-A
y (0) -:1—|—L 1.e I o

y(L) = AsinaL + BcosaL +C + D
= A(Gsinal —al)+ B(cosalL — 1)+ L =0
C
V(L) =aAcosal —aBsinal + I

= Aa(cosal — 1) — BasineL +1 =0

1 —aLsinel — cosal
- a(2 —2cosal —alsinal)
_ sinal —al cosal
a2 —2cosal —alsinal)
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Metoda krutosti (ili pomaka)

Funkcije stabilnosti — bez popre¢nog pomaka

m  Momenti na krajevima Stapa

M EIy"(0) = EI(d*B) = EI\ [ eL(sinal —aLcosal)
AT Y R 2 —2cosal —aLsinal

L
B EI
=r(y) (T)

Mp = —EIy"(L) = Ela*(AsinaL + Bcosal)
_(EI al(al — sinal)
L 2 —2cosal —alsinal
EI
= re(yr) (T)

m  Momenti predstavljaju koeficijente krutosti (uslijed jedini¢nih
kutova zaokreta) El ) El
.IL'“ =r(—) 3 k21 :P‘C(—)

L
gdje su r_[ w(S—wCJ} n,_[ Yy —8) :|
le-2c-yS) | T [@2-2C-vyS)

S=siny, C=cosy, 1,fr=aL=Jr|f'F£=Jrﬁ

Stoga su momenti na krajevima Stap A i B uslijed rotacije 6,

EI El
Ma=F(I—) fa Mgzrc(T) 64

S prijenosnim koeficijentom
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Metoda krutosti (ili pomaka)

Funkcije stabilnosti — bez popre¢nog pomaka

m  Koeficijenti krutosti Stapa AB sa zglobom na udaljenom kraju B
mogu se odrediti djelovanjem momenta —rc(El/L)é, u ¢voru B.

Rezultat toga je prijenosni koeficijent c[-rc(EI/L)6,
m  Ukupni moment u ¢voru A

El El
My=r (T)Hﬁ —rcz (T) HA

El , (EI
== ()= (T)n gdejo rer-cd
m r’je koef. rotacijske krutosti kada je udaljeni ¢vor zglobni.

m  Koeficijenti krutosti r, r’i rc postaju 4, 312 akoje P =0.
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Metoda krutosti (ili pomaka)

Funkcije stabilnosti — s popre¢nim pomakom

m  Pretpostavimo slucaj kada je Stap AB izlozen djelovanju
relativnog (popre¢nog) pomaka 4 na svojim krajevima uz
sprifjecene rotacije. Ky = S(EULY)

EL_-, = q(EIN B

»

— kygy=q(ELL?)

m  Opce rjeSenje dif. jednadzbe ravnoteze
. X
y = Asinax + Bcosax + C(E) + D

uz rubne uvjete x=0: y(0)=1iy'(0)=0,
x=L y(L)=0iy'(L)=0.

4= sin L B— cosal — 1
© (2-2cosal —alsinal)’ ~ (2—2cosal —alLsinal)’
C — alsinal and

- (2—2cosal —alsinal)

l —cosal —al sinal

~ (2—=2cosal —aLsinal)

m  Momenti na krajevima Stapa postaju
M4 = —EIY'(0) = o’ B(EI)

3 (@L)*(cosaL — 1) (E)_ (g)
=~ Tl @< 2cosel —aLsinel) |\ 12 ) T I\ T2

My = —Ely"(L) = o«*(AsinaL + BcosaLl)(EI)

B (el)*(1 — cosal) -,E;{ _ (E)
2—2cosal —aLsinal) |\ 22) = "9\ 12
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Metoda krutosti (ili pomaka)

Funkcije stabilnosti — s popre¢nim pomakom

m  PoprecCne sile na krajevima Stapa
Oa = EI"(0) = —Ele’ A

3 (@L)’ sinaL EI\ S El
| (2—=2cosel —aLsinal) [\ L*/) T\ L3

Qp = EIY"(L) = —Ele’(AcosaL — Bsinal)
B (L)’ sinaL EI\ s El
N (2 —2cosal —alsinal) L¥)  T\L3

m S obzirom da su momenti i poprec¢ne sile nastale od jedinicnog
pomaka, oni ujedno predstavljaju koeficijente krutosti

= ET = El - EI _ EI
omr(5). (). () 1 ()

dje su
1= 2=2c—vs) “le=2c—us)

S=sinyy, C=cosy, Y=al=m,/p.

Parametrir, rc, r’, q i s funkcije su omjera p =P/Pei zovemo ih
funkcijama stabilnosti.

Funkcije stabilnosti najceSce su dane tablicno za odredene
vrijednosti p. Meduvrijednosti mogu se odrediti interpolacijom.
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Q=

Metoda krutosti (ili pomaka)

Funkcije stabilnosti — horizontalno pomi¢ni okviri

Ako u cvoru A djeluje jedinicni kut zaokreta 6,=1, tada je

P
#—»}'
[ |

= (ELVLY
Moa+ Mg+ Q'L=0 o
_(Ma+Mg)  —r(l +c)EI/L) 0, =1
I - L - .
| El El °
,—|: +,,:} E = —q F M, =r(ELL)

P

Ako je pri tome omogucen poprecni pomak v ¢vora B s kutom
zaokreta ¢ '=v/L, tada je

M, +My+Q"'L+Pv=0

—2(My+Mp)¢'+ Q"L+ Pv=0
Definiranje kuta zaokreta izostavljanjem sile P (ali ne i njenog
utjecaja na krajnje momente): —2(M4 + Mglp + Q"L =10
Oduzimanjem prethodnih jednadzbi dobije se

—2(Ma+ Mg)(@' — @)+ PL¢' =0

o o , . 2E]
Ako izrazimo tlagnu silu pomocu Eulerovog izraza P = pP. = "
dobijemo El 2EI ‘
(140 [ — | @ -+ p| 5 |#L =0
L L
pri ¢emu su " prtg’ ti. & 1
=y = —=m=
2r(l +c) @ [1 - z_r%]
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Metoda krutosti (ili pomaka)

Funkcije stabilnosti — horizontalno pomicni okviri

M, =rELL)

P

m  AKo ukupni posmak iSCezava, tj. Q'+ Q" =0
2(iMas + Mgl — PLY' =My + Mg

.y ET El pn El
Prl cemu Su My=r (T) Mg =r{.‘(T) = I
m Stogaje
1 m

¢ = -
2[1 - m‘%] 2
m  Konacno, momenti na krajevima Stapa poprimaju oblik
M, = r(%) (140 (?) (3)
m1 [ El El
= r[l ~q +c)§] (T) = (T)
El El
My =rc (I) =l +c) (T) (g)
m1 { El {EI
=F[E—{I+C}E](T EI(T)



B STABILNOST OKVIE

Stapovi bez popreénih pomaka

Funkcije stabilnosti

m  Primjer

p | P
|
1' 2 j 2 'l
' I | 1
|
L 21 | 21
|
3 ' 3
gy .

(a)

(b)



