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Stabilnost stupova

m Pretpostavke klasicne teorije kritiCne sile uzduznih
stapova:
[0 Stap je pocetno ravan, vitak, punog poprecnog presjeka s
konstantnom krutosti na savijanje El duz njegove osi;
[0 uzduzna tlacna sila djeluje duz tezisne osi Stapa;
[0 materijal Stapa je homogen, izotropan i idealno elastican;
1 vrijedi teorija malih progiba pri savijanju.

m Eulerov stup

[ Idealizirani Stap, obostrano zglobno oslonjen izlozen djelovanju
uzduzne tlacne sile.

m Eulerova kriticna sila P, .
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Eulerova teorija vitkih stapova

m Povecanjem uzduzne tlaCne sile koja djeluje na krajevima dugog vitkog Stapa, za
odredenu veliCinu sile doci ¢e do naglog izvijanja (izboCavanja) u nekom smjeru koji
nije unaprijed odreden.

m  Stvarno stanje: asimetrija uslijed geometrijske ili materijalne imperfekcije Stapa i
pripadajuceg opterecenja.

m Pretpostavka o idealiziranom stanju: idealno pravolinijski Stap s idealno centricnom
tlaénom silom (ne moze doc¢i do izvijanja samo od tlacnhog naprezanja — precizno
definiranje izvijanja).

- uslijed tlacne sile P, dolazi do skracivanja Stapa bez obzira na veliCinu sile P;

- kada uslijed sile P naprezanja prekoraCe granicu popustanja, dolazi do sloma
materijala.

m  Ako se Stap deformira za neku infinitezimalnu veliCinu pomaka
uslijed poprecne sile F:
- P<Pg (uklanjanje sile F rezultira povratkom Stapa u pocCetno stanje)
STABILNA RAVNOTEZA

poloZaju dok su pomaci dovoljno mali)

F

- P=P.g (pomaci ne iSCezavaju i Stap ostaje u bilo kojem deformiranom 2, §
2]
NEUTRALNA RAVNOTEZA é

- P>Px (poprecni pomaci rastu i Stap postaje nestabilan).

deformirano stanje



Izvijanje stapova s razlic¢itim rubnim uvjetima

Diferencijalna jednadzba savijanja

e

v(2)

—

b lqdz
! dz !

2M:
dM —Qdz — Ndv+ qdz(,dz)=0

M'=Q +N -V
dV:
Q'(z)=-q(2)

M/r: N'V”—q

Bernoulli ;
M=-EI/R~-EI/V"

(El -v”)" +N-v'=q

nn

El v"+P-v'=q
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Izvijanje stapova s razlicitim rubnim uvjetima
IZVIJANJE OBOSTRANO ZGLOBNO OSLONJENOG STAPA

7 M:PCRV
dv. M P..
s — = — \V
PCR dz? El El
S d2v+PCRV:
dz? El

riesenje dif . jed.:
v=C,cosaz +C,sin oz
P
El

rubniuvjeti: v(z=0)=0,v(z=L)=0
sinal =0
abL=nz, n=123...
n°z2El

L2
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Izvijanje stapova s razlicitim rubnim uvjetima
IZVIJANJE OBOSTRANO ZGLOBNO OSLONJENOG STAPA

Minimalna kritiCna sila : za n=1.
Visi oblici izvijanja mogu nastati uz poprecno pridrzanje u toCkama infleksije.
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Izvijanje stapova s razlicitim rubnim uvjetima
IZVIJANJE OBOSTRANO UPETOG STAPA

M =P.,v-M_

2
d \2/ __ Per V4 Me
dz El El
d2\2/ L Per M
dz El El
riesenje dif . jed.:

M. 1-cosal .
: M. V=———| COSaz+ Sinaz -1
v=C,cosaz+C,sinaz+—

R sinal
CR dV
o7 = e rubni uvjet: —=0, zaz=L:
= dz
rubni uvjeti: v(z=0)=0,v(z=L)=0 1-cosal =0
c - Mg c _ Mg (-cosal) cosal =1
C Py * Py sinal al=nz, n=024..
. A El
MNP, = ———

L2
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Izvijanje stapova s razlicitim rubnim uvjetima
IZVIJANJE KONZOLNOG STAPA

Z PCR M :_PCR(5_V)
ili
- 0 M =Prv-M,

dv P,
8 Ter(s-y
dz? EI( )

d2v+PCRV_PCR5

L El dz2 El  El

riesenje dif .jed.:
v=C,cosaz+C,sinaz+4d

- sal sin az —1]

co
V=-0| cosaz —
sin alL

y o? =Tem rubni uvjet:ﬂzo, zaz=0;:
El dz

\}M rubni uvjeti: v(z=0)=0,v(z=L)=¢ cosal =0
F

P cosal
CR C, =-9, C,=0—
! 2 7 sinal

)

aL:n%, n=135...

: 7°El
min PCR :W
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Izvijanje stapova s razlicitim rubnim uvjetima

IZVIJANJE STAPA UPETOG S JEDNE | ZGLOBNO OSLONJENOG S
DRUGE STRANE

M =P.v+F(L-2)

2
Pcr d—\zlz—hv—F(L—z)
dz El
dv P, F
7 I A G

riesenje dif .jed.:

v=C,cosaz+C, sinaz—L(L—z)

L e
o :% V= (tgaL -cosaz —sinoz —a(L 7))
a- P
. dv F bni uviet: (_0)_0.
rubni uvjeti: —(z=0)=0 = C,=- ruont uvjet:v(z=0)=0:
| Z a - Py
M. v(z=L)=0 = C,= F tgal ol =tgal
P o - Py
CR ol =449
. 202El  2,057°El
minP., = =

L L
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Izvijanje stapova s razlicitim rubnim uvjetima
EKVIVALENTNA DULJINA STAPA

_ 4m?El
PC?' - 12

_ m?EIl _ m?El p — 2,05m2El
N T a2

; _72'2E| , =05L
(KLY
K- |Fe
PCF
gdieje KL

ekvivalentna duljina Stapa (duljina zglobno oslonjenog Stapa s kriticnom
silom jednakom kriti¢noj sili promatranog Stapa).
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Izvijanje stapova s razlicitim rubnim uvjetima
EKVIVALENTNA DULJINA STAPA

Ekvivalentna duljina Stapa (duljina zglobno oslonjenog Stapa s kriticnom silom jednakom kriti¢noj
sili promatranog Stapa):

K = 1,0 — obostrano zglobno oslonjen Stap

K = 0,5 — obostrano upeti Stap

K = 2,0 — konzolni Stap

K = 0,7 — zglobno oslonjen Stap s jedne a upet s druge strane.

Dakle, na pitanje ,Zasto je duljina izvijanja konzolnog stapa / stupa jednaka 2L ovo je odgovor:

2
P, (kriti¢na sila Eulerovog stapa/obostrano zglobnog $tapa) : P, = RL;E :
2
P_, (kriti¢na sila konzolnog $tapa / stupa jednake duljine) : P, = 2 Lil
P
PCT'

Dakle, KL = 2L (duljina izvijanja) znaci da je kriti¢na sila koju moze ponijeti konzola / stup bez izvijanja
jednaka kriti¢noj sili Eulerovog stapa dvostruke duljine.
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Izvijanje stapova s razlicitim rubnim uvjetima
EKVIVALENTNA DULJINA STAPA

Utjecaj rubnih uvjeta — eksperimentalna potvrda Eulerovih izraza izvijanja

e - - e ! ‘ ,L“.{
- |

f;e-;

2 N
o oo B
‘_.__.._J" -4
. - . :

PINNE

Q3NNId-Q3X1d

=
-
2
| m
Y
=
2
2
m
o

4 ki cers : 1 L
PINNED L p— V4

p _ x2El 4=xEl 2x°El 2El
WS I r? anr

1 - 2 1/4

PINNED-PINNED FIXED-FIXED FIXED-PINNED FIXED-FREE



Izvijanje stapova s razlicitim rubnim uvjetima
OGRANICENJA EULEROVE TEORIJE

P _ 7#°El
A AKLY

Ocr =

2
za 1=Ar (r=i); og=— E

Vitkost stapa

(odnos duljine 1 poprecnog presjeka)

KL
r

(KL/r)f

CR

Stvarno
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Izvijanje stapova s razlicitim rubnim uvjetima

UVOBPENJE RUBNIH UVJETA SILA:
DIFERENCIJALNA JEDNADZBA IV. REDA

m Diferencijalna jednadZzba ravnoteZe ravnog Stapa slozenijih rubnih uvjeta (rubni uvjeti su ne
samo geometrijski vec i fizikalni) kao $to je to na primjer upeti — zglobni slucaj glasi:

¥

d?y
EI(W = _M=—Q(L—x)—Py

m  Dvostrukim deriviranjem prethodne jednadzbe:

d*y d?y P
- 22| = Xe 1 2 —
dx4+a (dxz 0,pricemuje a A

m  Ovo je sada linearna homogena diferencijalna jednadzba IV. reda ¢ije je moguce opce rjeSenje
oblika y = Asinax + Bcosax + Cx + D

m Deriviranjem jednadzbe rjeSenja / progiba po X, dobivamo jednadzbu kutova zaokreta duz osi
Stapa
y' = aAcosax — aBsinax + C



" J
Izvijanje stapova s razlicitim rubnim uvjetima
UVODENJE RUBNIH UVJETA SILA:

L.

m  Narednim deriviranjem pretpostavljenog rjesenja slijede:

Deflected configusation

y" = —a?Asinax — a*Bcosax
y""" = —a3Acosax + a3Bsinax
yV = a*Asinax + a*Bcosax = —a?y"

m Nadalje, poveznice pretpostavljenog rjeSenja 1 njegovih derivacija s geometrijskim 1
fizikalnim veli¢inama su:
JEDNAZBA PROGIBA

y = Asinax + Bcosax + Cx + D
JEDNADZBA KUTOVA ZAOKRETA

y' = aAcosax — aBsinax + C

JEDNADZBA MOMENATA SAVIJANJA ¢l .

X
M = —Ely" = —EI(—a?Asinax — a?Bcosax) dw
JEDNAZBA POSMIKA

T =—EIy" — Py = —EI(y"" + a?y’) =
—EI[(—a3Acosax + a®Bsinax) + a?(aAcosax — aBsinax + C)]
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Izvijanje Stapova s razli¢itim rubnim uvjetima

Primjer 1: Stap s vertikalno popustljivim osloncem

. P
EI constant
k"
X

J L |
[ |

Napomena. s obzirom da kraj Stapa s djelomicno sprijecenim pomakom ukljucuje posmicne sile
(treca derivacija jednadzbe progibne linije), mora se koristiti diferencijalna jednadzba IV, reda:

d*y d?y P
_ 7 2__ 7 P 2 —
Rubni uvjeti dx* ta d?x 0 gdje je El
yx=0=0 (1)
yx=0=0 (2)
y'(x=L)=0 (3)
Eld3y+de ky JEI » (3" + a2y’ —yy) 0 dje j kg
— —_— = - — — = —
3 TP =ky/ y'HaTy —v¥)e=1 =0, gdjejey =4 (4)
y(x =0) = Asina0 + Bcosa0+C-0+D=B+D=0 - D=-B (1)
y'(x =0) = aAcosal0 — aBsina0+C =aA+C=0 —->C=—-aA (2)

y"(x = L) = —a’Asinal — a*BcosalL =0 — Asinal + BcosalL =0 (3)
—a3Acosal + a3Bsinal + a3Acosal — a®Bsinal + a?C — yAsinal — yBcosal —yCL —yD =0
(ayL — a3 — ysinal)A + (y — ycosaL)B =0 (4)
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Izvijanje Stapova s razli¢itim rubnim uvjetima

Primjer 1: Stap s vertikalno popustljivim osloncem

—— — P
EI cornstant
k"
X

l sinalL cosal {A} _ {0} SSS
ayL — a3 —ysinalL y —ycosaL|\B) ~ 10 % L !
|

Za sva rjesenja osim trivijalnog (A=B=0), determinanta koeficijenata iscezava, tj. jednaka je nuli.

sinaL(y — ycosal) — cosaL(ayL — a3 — ysinal) =
= ysinal — ysinaLcosal — ayLcosal + a3cosal + ysinaLcosal = ysinal — ayLcosal + a3cosal = 0

Pretpostavimo, na primjer, da je 12E] 1%3EI
k = - Yy = -
i L3 El I3
Tada je:
12 12alL . ,
ﬁsmaL BE cosal + a®cosal =0 /L

12sinal — 12alLcosal + a3l3cosal = 0
12sinal + (a3L3 — 12aLl)cosal = 0

Uvedimo supstituciju u=al
f(uw) =12sinu+ (u3 —12u) cosu =0

Metodom pokusaja i pogreske trazimo najmanju nul-tocku funkcije f(u):
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Izvijanje Stapova s razli¢itim rubnim uvjetima

Primjer 1: Stap s vertikalno popustljivim osloncem

— P
EI cornstant
kl|
X
J

i |
Metodom pokusaja i pogreske trazimo najmanju nul-tocku funkcije f(u):

f(uw) =12sinu + (u® — 12u) cosu = 0

-

u fu) f(u) 3,352
o] 00000 u=alL =3352 > a=—
20,0000 L
1 41543| 11,236 P
15,0000
2| 175699 a? = ’2 — &
1000 L El
T
’ 0,0000
3,5/ -5,0288| 6 11,236EI 1,138m?%EI
34| -1,6202 ' Pcr = 12 = Iz
-10,0000
3,3 1,7242
3,35| 0,0654| % p m?El
-20,0000 = ——
a1 D

| | [i \'

| I }

[i [is li |
Ako koristimo funkciju 4
tangens, vodimo raCuna / AR
0 njenom obliku: ) /

L g i

| I |

il | i |
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Izvijanje stapova s razlicitim rubnim uvletlma

Primjer 2: stup kao dio poluokvira +L

Rubni uvjeti
yx=0=0 (1) s A e
Y'(x=0)=0 (2)
e i D=0 (@3
—El—(x — L) =kyy'(x = L)
SO +YY)e =0, gdjejey =2 (&) TR VAN

Uvrstavanjem rubnih uvjeta u odgovarajuce jednadzbe, dobije se:

®
y(x=0=B+D=0 - D=0 (1) \/

y'(x=0)=-a’B=0 —-B=0 (2) IT(o;i:ivna
y(x =L) = Asinal + CL =0 3) zakrivijenost

—a?Asinal + y(aAcosal + C) =0, tj. ayAcosal — a?Asinal +yC = 0 4)

[aycosasl,in—afrzsinaL ﬂ {?‘} - {8}

det[ ]=ysinal — ayLcosal + a*Lsinal = 0 @

Negativna
zakrivljenost

(a)
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Izvijanje Stapova s razli¢itim rubnim uvjetima

]'.i
.. . . L,
Primjer 2: stup kao dio poluokvira +L 4
o it E
Pretpostavimo da su, na primjer, I,=I, L,=L. I
Tada je |
L Iy L El
4F1 !
ke L _4 |
'y = == —, i
EI EI L
Nadalje,
. . Sy y —r ,&
—sinal — - aLcosalL + a?Lsinal =0/ L
4sinal — 4aLcosal + a?L?sinal = 0
(4 + a?L?)sinal — 4aLcosal = 0, uz supstituciju u = al:
fuw) = (4 +u?)sinu — 4ucosu = 0
Metodom pokusaja i pogreske: u=alL=23,829 > a= 3829
u f(u)
ol o000 ) a? = 14,661 — &
1| 20461 L2 EI
2| 10,6036 1%
3| 137145 oo 14,661E1  1,485m2El
4] -4,6778 -10,0000 P cr = =
35| 74102] L2 L2
38] 07400 20000 P w2El
3,83| -0,0295| 300000 cr = hnaoiNz
3820 0003 (0,82L)
3828 00223 Efektivna duljina je 0,82L.
3,8280| -0,0010] 500000
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Izvijanje Stapova s razli¢itim rubnim uvjetima

Primjer 3: portalni okvir s pri dnu zglobno oslonjenim stupovima

P & P

SIMETRICNI OBLIK IZVIJANJA: izvijanje bez horizontalnih pomaka | ;
Rubni uvjeti . . kol « -

yx=0=0 (1
y'(x=0)=0 (2)
yx=L)=0 (3)

2

y P

" / 0. g ky
= "+ vy )e= =0, gdjejey =— (4

Uvrstavanjem rubnih uvjeta u odgovarajuce jednadzbe, dobije se:

y(x=0)=B+D=0 - D=-B 1)
y'(x=0)=—a?B=0 —-B=0 —-D=0 (2)
y(x = L) = Asinal + CL = 0 (3)

—a?Asinal + y(aAcosal + C) =0, tj. ayAcosal — a?Asinal +yC = 0 4)

[aycosasl,in—afrzsinaL ﬂ {Ig} - {8}

det[ ]=ysinal — ayLcosal + a*Lsinal = 0
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Izvijanje Stapova s razli¢itim rubnim uvjetima

Primjer 3: portalni okvir s pri dnu zglobno oslonjenim stupovima

Pretpostavimo da su, na primjer, I,=I, L,=L.
Tada je

YEEITECTD

Nadalje,

%SinaL — %aLcosaL + a?LsinaL =0/ L

2sinal — 2aLcosal + a?L?sinal = 0

(2 + a?L?)sinal — 4aLcosal = 0, uz supstituciju u = al:
fuw) = (2 +u?)sinu — 2ucosu = 0

Metodom pokusaja i pogreske: w=al =3591 > a = 3,?91
u f(u) f(u) 12895 P,
0 0,0000 30,0000 a = Lz — E
1 1, 4438 20,0000
2 7,1204 10,0000 12.895E] 1,307“—2E1
3| 74923 oo Pp=—"f—="0
4 -8,3933 -10,0000 T 2 El

3,5 11,5565 -20,0000 P = o
3; 59 O, 0157 -30,0000 ,

3,591| -0,0021|  -o0000 Efektivna duljina je 0,875L.




"
Izvijanje Stapova s razli¢itim rubnim uvjetima

Primjer 3: portalni okvir s pri dnu zglobno oslonjenim stupovima

ANTISIMETRICNI OBLIK IZVIJANJA: izvijanje s horizontalnim pomacima
Rubni uvjeti

yx=0=0 (1)

P P
| J % hEl
Y'(x=0=0 (2 T =T

k
EI%Y(x=1) = k,y'(x =L) > (v + v )xe, = 0, gdje jey =—  (3)

El
El % (x=D)+aty'(x=1)=0- (" +aty)e, = 0 @)

Uvrstavanjem rubnih uvjeta u odgovarajuce jednadzbe, dobije se:
y(x=0)=B+D=0 > D=-B

(1)
y'(x=0=—-a’B=0 —->B=0 ->D=0 2)
—a?Asinal + y(aAcosal + C) = 0, tj. ayAcosal — a’Asinal + yC = 0 (3)
—a3Acosal + a?(aAcosal + C) = 0, tj.a3Acosal — a3Acosal + a*C = 0 4)

[aycosaL —a’sinal. v ] (A {0}
0 a?l\C 0
det[ ]= a3ycosal + a*sinal =0
ycosaL + asinal =0
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Izvijanje Stapova s razli¢itim rubnim uvjetima

Primjer 3: portalni okvir s pri dnu zglobno oslonjenim stupovima

Pretpostavimo da su, na primjer, I,=I, L,=L.

Tada je

Ky
V==

Nadalje,

%cosaL —asinalL =0/ L

El

6E1
L

El

6
I

6cosal — aLsinal =0

uz supstituciju u = al:

Metodom pokusaja i pogreske:

u f(u)

0 6,0000

1 2,4003

2| -4,3155
1,5 -1,0718
1,4] -0,3598
1,3 0,3524
1,35| -0,0032

10,0000
8,0000
6,0000
4,0000
2,0000
0,0000

-2,0000

-4,0000

-6,0000

-8,0000

f(u) = 6cosu — usinu =0

f(u)

1,35
u=alL=135 - a=—L
47 = 1,8225 _ &

L2 El
1,8225FE1 0,185m%EI
PCT' = LZ = LZ
m?EIl

For = 23271002
Efektivna duljina je 2,327L.
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Izvijanje Stapova s razli¢itim rubnim uvjetima
Primjer 4. portalni okvir s pri dnu upetim stupovima

SIMETRICNI OBLIK IZVIJANJA: ANTISIMETRICNI OBLIK IZVIJANJA:

Uz pretpostavku dasu 1,=I i L,=L:
b w2El p m2El
" (0,626L)2 " (1,156L)2

Dokazite!
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Izvijanje Stapova s razli¢itim rubnim uvjetima

P.. = m2EI/(KL)? Opaska

Vrsta $tapa Rubni uvjeti K
1. Kruti rubovi
(a) Standardni sluéajevi

|.. oo upeto slobodno 20H

—
e I zglobno pomic¢no 2.00

T~ " zglobno zglobno 100

: +_____ —— upeto pomi¢no 100

-I = - upeto zglobno .70

I C— i upeto upeto 0.50

—

(b) Specijalni slucajevi

—l'"—f— * Pann upeto  unutarnji zglob zglobno 1.3495

~—
e 7gl0bNO kontinuirano  zglobno 0.50
—-I .h_‘___‘f«' e Ir' upeto kontinuirano  upeto .33
1. Elasti¢ni rubovi
I ————%— zglobno zglobno s elasticnom 0.82 k= 4EIL
- oprugom 0875 & =2EIL
= = —-@s— Upeto zglobno s elasticnom

—— i Oprugom uﬁ:ﬁ ‘.'r = 1E;|”',

"'I - upeto slobodno s

uzduznom oprugom M4 ky =2EI/1

ks
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Izvijanje Stapova s razli¢itim rubnim uvjetima

RJESENJE DIFERENCIJALNE JEDNADZBE PROGIBA 4. REDA
S PRIPADAJUCIM DERIVACIJAMA [ VEZE S UNUTARNJIM SILAMA

y(x) = A sinax + B cosax + Cx + D

Progib:
Kut zaokreta: y'(x) = a(A cosax — B sinax) + C
y"(x) = —a?A sinax — a’B cosax
y""(x) = —a3A cosax + a>B sinax
Jednadzba momenata: M(x) = —Ely"(x)
Jednad#ba posmika: T(x) = —Ely"'(x) — Py’ = =EI(y"" + a*y")
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Izvijanje Stapova s razli¢itim rubnim uvjetima

» Dodatni zadatci za vjezbu:

M.L.Gambhir: Stability Analysis and Design of
Structures

- Problem 4.1
- Problem 4.2
- Problem 4.3
- Problem 4.4
- Problem 4.5
- Problem 4.6
- Problem 4.7



