SVEUCILISTE JOSIPA JURJA STROSSMAYERA U OSIJEKU
GRADEVINSKI | ARHITEKTONSKI FAKULTET OSIJEK
Zavod za tehnicku mehaniku

Analiza stabilnosti ravnih stapova metodom pocetnih parametara

Diferencijalna jednadzba ravnoteZe ravnog Stapa sloZenijih rubnih uvjeta (rubni uvjeti su ne samo
geometrijski ved i fizikalni) kao $to je to na primjer upeti — zglobni slucaj glasi:

¥

Deflected configuration

B

L L
|

d?y
EI (@> =-M=-Q(L—x)—Py

gdje je Q poprecna sila u stapu (koju najc¢esée u ovoj analizi zanemarujemo).

Dvostrukim deriviranjem prethodne jednadzbe po x, dobivamo:

dty (d?*y ., P
W+a xZ =0,prifemuje « =T

Ovo je sada linearna homogena diferencijalna jednadzba IV. reda Cije je moguce opce rjesSenje oblika

y = Asinax + Bcosax + Cx + D

Deriviranjem jednadzbe rjesenja / progiba po x, dobivamo jednadzbu kutova zaokreta duz osi Stapa

y' = aAcosax — aBsinax + C

Narednim deriviranjem pretpostavljenog rjeSenja slijede:
y'" = —a?Asinax — a?Bcosax
y'"" = —aBAcosax + a3Bsinax

yV = a*Asinax + a*Bcosax = —a?y"
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Nadalje, poveznice pretpostavljenog rjesenja i njegovih derivacija s geometrijskim i fizikalnim
veli¢cinama su:

- JEDNAZBA PROGIBA
y = Asinax + Bcosax + Cx + D
- JEDNADZBA KUTOVA ZAOKRETA
y' = aAcosax — aBsinax + C
- JEDNADZBA MOMENATA SAVIJANJA
M = —Ely"
M = —EI(—a?Asinax — a?Bcosax)

pri ¢emu ovaj predznak ovisi predznaku kod deformacija savijanja ravnog nosaca (u vecini
slucajeva je negativan)

- JEDNAZBA POSMIKA
T = _Ely/// _ Py/ — _EI(yH/ + azy')
T = —El[(—a3Acosax + a3Bsinax) + a?(aAcosax — aBsinax + C)]

Primjenom ovih rjeSenja uz odgovarajuce rubne uvjete moze se prilicno ucinkovito analizirati
stabilnost ravnih Stapova te sklopova u kojima se osim kriticnog tlaénog elementa utjecaji ostalih
prikljuénih elemenata mogu nadomjestiti odgovarajuc¢im elasti¢nim elementima / oprugama.

Prema tome, primjena je moguca uz ispunjenje dva neophodna uvjeta a to su:

1. funkcije rjeSenja (progiba, kutova zaokreta, momenata savijanja i posmika) moraju biti
neprekinute i kontinuirane

2. cijelom duljinom Stapa, moment savijanja mora moci biti definiran izrazom M =P - y.
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Medutim, Sto ako prvi uvjet nije ispunjen, tj. neka od nabrojanih funkcija nije neprekinuta tj. negdje
duz osi Stapa imamo svojevrstan nagli skok kao u sljedeéim primjerima?

Lom u dijagramu promjene kuta zaokreta na mjestu unutarnjeg zgloba
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- Nagla promjena krutosti duz osi Stapa

Lo

A \ 8
El, \ El,

Skok u dijagramu momenata savijanja uslijed djelovanja unutarnjeg koncentriranog
momenta savijanja.
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Ove primjere rijesit éemo u nastavku manjom prilagodbom rjeSenja dif. jednadzbe IV. reda.
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METODA POCETNIH PARAMETARA

X=0 X

\/ y(x), ¥'(X), M(x), T(x), EI(x)

Odaberimo proizvoljnu tocku na Stapu i pretpostavimo da nam je to pocetak odakle mjerimo
promjenu geometrijskih i fizikalnih veli¢ina duz osi Stapa, tj. u toj toéci nam je x = 0 a veli¢ine progiba
y(x=0)=y,, kuta zaokreta y'(x=0)=y's, momenta savijanja M(x=0)=M, te poprecne sile T(x=0)=T,
poznate veli¢ine.

(1) y(x =0) = Asin(a-0) + Bcos(a-0)+C-0+D=B+D =y,

(2) y'(x =0) = aAcos(a-0) —aBsin(a-0)+C =aAd+C =y,

(3) M(x = 0) = —EI(—a?Asin(a - 0) — a?B cos(a - 0)) = —EI - (—a?B) = M,
(4) T(x=0)=-EI(y"(x=0)+a?y'(x=0)) =—Ela’C =T,

Ako rijeSimo ove Cetiri jednadzbe s Cetiri nepoznanice (A, B, Ci D), dobijemo da su

M T My Y T
2?El’ 2?El’ Yo~ 2Er’ a " a3El

Izrazimo sada velic¢ine progiba, kuta zaokreta, momenta savijanja i poprecne sile u sljedeéem
proizvoljnom presjeku duz osi Stapa — u nekoj tocci X na nacin da u jednadzbe rjesSenja i derivacija
rjeSenja uvrstimo prethodno izra¢unate koeficijente A, B, Ci D.

(x) = y_’0+ To sinax + Mo cosax — To X+ —£=
y « | a3l «2El w2El " Y0 T GzEy

ety sinax M 1—cosax T ax — sinax
I e T B T 7

sinax 1 — cosax
— TO
aEl a’El

y'(x) =y, cosax — M,

.. sinax
M(x) = aEly'y sinax + Mycosax + T,

T(x) =T,

Naravno, za pocetnu tocku uvijek odabiremo tocku u kojoj su nam neke od ovih veli¢ina poznate a
najcesce jednake nuli.

Primjena ovih jednadzbi predstavlja metodu pocetnih parametara koja dozvoljava uvlacenje u
rjeSavanje skokovitih promjena kuta zaokreta (Ay'), poprecne sile (AT), momenta (AM) ili krutosti.
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RJESENJE DIFERENCIJALNE JEDNADZBE PROGIBA 4. REDA S
PRIPADAJUCIM DERIVACIJAMA I VEZE S UNUTARNIJIM SILAMA

Progib: y(x)= Asin ax + Bcosax+Cx+D
Kut zaokreta: y'(x) = a(Acosax — Bsin ax)+C
y"(x)=—a®Asin ax — a’Bcosax ;
y"(x) = —a®Acosax + a*Bsin ax
Jednadzba momenata:  M(x)=—Ely"(x)

Jednadzba posmika: T(x)=—-Ely"(x)— Py'(x)=—El (y + azy')

JEDNADZBE METODE POCETNIH PARAMETARA

TO
SEl

y(x) = y, +22sin ax —%(1— cosax)—
a o El a

(x —sin ax)

y'(x) =y} cosax — %sin X — al-(I)EI (1-cosax)

M (x)=—Ely"(x) = aEly; sin ax + M, cosax + To sin ex
(24

T(x)=—El (y”’ + azy’)z T,
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4. Odredite kriti¢nu silu konzole duljine 2 promjenjive krutosti, metodom pocetnih parametara.
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