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Analiza stabilnosti ravnih štapova metodom početnih parametara 
 

 

Diferencijalna jednadžba ravnoteže ravnog štapa složenijih rubnih uvjeta (rubni uvjeti su ne samo 

geometrijski već i fizikalni) kao što je to na primjer upeti – zglobni slučaj glasi: 

 

 

𝐸𝐼 (
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2) = −𝑀 = −𝑄(𝐿 − 𝑥) − 𝑃𝑦 

gdje je Q poprečna sila u štapu (koju najčešće u ovoj analizi zanemarujemo).  

Dvostrukim deriviranjem prethodne jednadžbe po x, dobivamo: 

𝑑4𝑦

𝑑𝑥4
+ 𝛼2 (

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2) = 0 , 𝑝𝑟𝑖 č𝑒𝑚𝑢 𝑗𝑒   𝛼2 =
𝑃

𝐸𝐼
. 

 

Ovo je sada linearna homogena diferencijalna jednadžba IV. reda čije je moguće opće rješenje oblika 

𝑦 = 𝐴𝑠𝑖𝑛𝛼𝑥 + 𝐵𝑐𝑜𝑠𝛼𝑥 + 𝐶𝑥 + 𝐷 

 

Deriviranjem jednadžbe rješenja / progiba po x, dobivamo jednadžbu kutova zaokreta duž osi štapa 

𝑦′ = 𝛼𝐴𝑐𝑜𝑠𝛼𝑥 − 𝛼𝐵𝑠𝑖𝑛𝛼𝑥 + 𝐶 

 

Narednim deriviranjem pretpostavljenog rješenja slijede: 

𝑦′′ = −𝛼2𝐴𝑠𝑖𝑛𝛼𝑥 − 𝛼2𝐵𝑐𝑜𝑠𝛼𝑥 

𝑦′′′ = −𝛼3𝐴𝑐𝑜𝑠𝛼𝑥 + 𝛼3𝐵𝑠𝑖𝑛𝛼𝑥 

𝑦𝐼𝑉 = 𝛼4𝐴𝑠𝑖𝑛𝛼𝑥 + 𝛼4𝐵𝑐𝑜𝑠𝛼𝑥 = −𝛼2𝑦′′ 
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Nadalje, poveznice pretpostavljenog rješenja i njegovih derivacija s geometrijskim i fizikalnim 

veličinama su: 

- JEDNAŽBA PROGIBA 

𝑦 = 𝐴𝑠𝑖𝑛𝛼𝑥 + 𝐵𝑐𝑜𝑠𝛼𝑥 + 𝐶𝑥 + 𝐷 

- JEDNADŽBA KUTOVA ZAOKRETA 

𝑦′ = 𝛼𝐴𝑐𝑜𝑠𝛼𝑥 − 𝛼𝐵𝑠𝑖𝑛𝛼𝑥 + 𝐶 

- JEDNADŽBA MOMENATA SAVIJANJA 

𝑀 = −𝐸𝐼𝑦′′ 

𝑀 = −𝐸𝐼(−𝛼2𝐴𝑠𝑖𝑛𝛼𝑥 − 𝛼2𝐵𝑐𝑜𝑠𝛼𝑥) 

pri čemu ovaj predznak ovisi predznaku kod deformacija savijanja ravnog nosača (u većini 

slučajeva je negativan) 

 

- JEDNAŽBA POSMIKA 

𝑇 = −𝐸𝐼𝑦′′′ − 𝑃𝑦′ = −𝐸𝐼(𝑦′′′ + 𝛼2𝑦′) 

𝑇 = −𝐸𝐼[(−𝛼3𝐴𝑐𝑜𝑠𝛼𝑥 + 𝛼3𝐵𝑠𝑖𝑛𝛼𝑥) + 𝛼2(𝛼𝐴𝑐𝑜𝑠𝛼𝑥 − 𝛼𝐵𝑠𝑖𝑛𝛼𝑥 + 𝐶)] 

 

Primjenom ovih rješenja uz odgovarajuće rubne uvjete može se prilično učinkovito analizirati 

stabilnost ravnih štapova te sklopova u kojima se osim kritičnog tlačnog elementa utjecaji ostalih 

priključnih elemenata mogu nadomjestiti odgovarajućim elastičnim elementima / oprugama. 

Prema tome, primjena je moguća uz ispunjenje dva neophodna uvjeta a to su: 

1. funkcije rješenja (progiba, kutova zaokreta, momenata savijanja i posmika) moraju biti 

neprekinute i kontinuirane 

2. cijelom duljinom štapa, moment savijanja mora moći biti definiran izrazom M = P · y. 
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Međutim, što ako prvi uvjet nije ispunjen, tj. neka od nabrojanih funkcija nije neprekinuta tj. negdje 

duž osi štapa imamo svojevrstan nagli skok kao u sljedećim primjerima? 

 

- Lom u dijagramu promjene kuta zaokreta na mjestu unutarnjeg zgloba 

 

 

- Skok u dijagramu poprečnih sila na mjestu pomičnog ležaja u točki 1 

 

- Nagla promjena krutosti duž osi štapa 

 

- Skok u dijagramu momenata savijanja uslijed djelovanja unutarnjeg koncentriranog 

momenta savijanja. 

 

 

Ove primjere riješit ćemo u nastavku manjom prilagodbom rješenja dif. jednadžbe IV. reda. 
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METODA POČETNIH PARAMETARA 

          X = 0             X 

 

 

      y(x), y'(x), M(x), T(x), EI(x) 

 

Odaberimo proizvoljnu točku na štapu i pretpostavimo da nam je to početak odakle mjerimo 

promjenu geometrijskih i fizikalnih veličina duž osi štapa, tj. u toj točci nam je x = 0 a veličine progiba 

y(x=0)=y0, kuta zaokreta y'(x=0)=y'0, momenta savijanja M(x=0)=M0 te poprečne sile T(x=0)=T0 

poznate veličine. 

(1) 𝑦(𝑥 = 0) = 𝐴𝑠𝑖𝑛(𝛼 ∙ 0) + 𝐵𝑐𝑜𝑠(𝛼 ∙ 0) + 𝐶 ∙ 0 + 𝐷 = 𝐵 + 𝐷 = 𝑦0 

(2) 𝑦′(𝑥 = 0) = 𝛼𝐴𝑐𝑜𝑠(𝛼 ∙ 0) − 𝛼𝐵𝑠𝑖𝑛(𝛼 ∙ 0) + 𝐶 = 𝛼𝐴 + 𝐶 = 𝑦′0 

(3) 𝑀(𝑥 = 0) = −𝐸𝐼(−𝛼2𝐴𝑠𝑖𝑛(𝛼 ∙ 0) − 𝛼2𝐵 cos(𝛼 ∙ 0)) = −𝐸𝐼 ∙ (−𝛼2𝐵) = 𝑀0 

(4) 𝑇(𝑥 = 0) = −𝐸𝐼(𝑦′′′(𝑥 = 0) + 𝛼2𝑦′(𝑥 = 0)) = − 𝐸𝐼𝛼2𝐶 = 𝑇0 

Ako riješimo ove četiri jednadžbe s četiri nepoznanice (A, B, C i D), dobijemo da su 

𝐵 =
𝑀0

𝛼2𝐸𝐼
,     𝐶 = −

𝑇0

𝛼2𝐸𝐼
,     𝐷 = 𝑦0 −

𝑀0

𝛼2𝐸𝐼
,     𝐴 =

𝑦′
0

𝛼
+

𝑇0

𝛼3𝐸𝐼
 

Izrazimo sada veličine progiba, kuta zaokreta, momenta savijanja i poprečne sile u sljedećem 

proizvoljnom presjeku duž osi štapa – u nekoj točci X na način da u jednadžbe rješenja i derivacija 

rješenja uvrstimo prethodno izračunate koeficijente A, B, C i D. 

𝑦(𝑥) = (
𝑦′0

𝛼
+

𝑇0

𝛼3𝐸𝐼
) 𝑠𝑖𝑛𝛼𝑥 +

𝑀0

𝛼2𝐸𝐼
𝑐𝑜𝑠𝛼𝑥 −

𝑇0

𝛼2𝐸𝐼
𝑥 + 𝑦0 −

𝑀0

𝛼2𝐸𝐼
= 

= 𝑦0 + 𝑦′0

𝑠𝑖𝑛𝛼𝑥

𝛼
− 𝑀0

1 − 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑥

𝛼2𝐸𝐼
− 𝑇0

𝛼𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝛼𝑥

𝛼3𝐸𝐼
 

𝑦′(𝑥) = 𝑦′0 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑥 − 𝑀0

𝑠𝑖𝑛𝛼𝑥

𝛼𝐸𝐼
− 𝑇0

1 − 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑥

𝛼2𝐸𝐼
 

𝑀(𝑥) = 𝛼𝐸𝐼𝑦′0 𝑠𝑖𝑛𝛼𝑥 + 𝑀0𝑐𝑜𝑠𝛼𝑥 + 𝑇0

𝑠𝑖𝑛𝛼𝑥

𝛼
 

𝑇(𝑥) = 𝑇0 

Naravno, za početnu točku uvijek odabiremo točku u kojoj su nam neke od ovih veličina poznate a 

najčešće jednake nuli. 

Primjena ovih jednadžbi predstavlja metodu početnih parametara koja dozvoljava uvlačenje u 

rješavanje skokovitih promjena kuta zaokreta (Δy'), poprečne sile (ΔT), momenta (ΔM) ili krutosti. 
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RJEŠENJE DIFERENCIJALNE JEDNADŽBE PROGIBA 4. REDA S 

PRIPADAJUĆIM DERIVACIJAMA I VEZE S UNUTARNJIM SILAMA 
 

 

Progib:     DCxxBxAxy   cossin  

 

Kut zaokreta:      CxBxAxy   sincos  

 

       xBxAxy  cossin 22  ;  

 

  xBxAxy  sincos 33   

 

Jednadžba momenata:    xyEIxM   

 

Jednadžba posmika:        yyEIxyPxyEIxT  2  
 

 

 

JEDNADŽBE METODE POČETNIH PARAMETARA 
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